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Aufgabe 1

Aus zwei verschiedenen Urnen wird je eine Kugel gezogen. Die erste Urne enthilt drei rote
Kugeln, zwei schwarze Kugeln und eine weiRe Kugel. In der zweiten Urne befinden sich
eine rote Kugel, eine schwarze Kugel und zwei blaue Kugeln.

a) Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit zwei rote Kugeln zu zichen, falls bekannt ist, dass
- zwei gleichfarbige Kugeln gezogen wurden?

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit eine weifie Kugel zu zichen, falls belannt ist, dass
beide Kugeln verschiedene Farben haben?

c) Wie grof ist dic Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel zu ziehen, falls bekannt ist, dass
beide Kugeln verschiedene Farben haben?

Aufgabe 2

Ein Mann greift einmal in einen Korb mit Ballen und nimmt mit der Wahrscheinlichkeit
0,3 cinen, mit der Wahrscheinlichkeit 0,5 zwei und mit der Wahrscheinlichkeit 0,2 drei
Bille aus dem Korb. Die Bille versucht er nun nacheinander, in einen zweiten Korb zu
werfen. Die Wahrscheinlichkeit, dass er den Korb trifft ist 0,4. Sie ist unabhingig von der
Anzahl der gezogenen Biille und der bisherigen Treffer. Die Zufallsvariable 7" bezeichuel
die Summe der Treffer, die der Mann durch das Werfen aller gezogenen Biille erzielt hat.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung (diskrete »Dichte) von T'.

b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von 7.

c) Es sei jetzt bekannt, dass der Mann genau einen Treffer erzielt hat. Wie grob ist die
Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens zwei Billle gezogen hat?

Aufgabe 3

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X;Y)7 sei in den Gebieten Gy und Gomit 0 < a <
b < a+2aus Bild 1 wie folgt verteilt

fxy(ay) = { “(']z fiir (z,y) € G1,Gz

sonst.

¥
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0
-0,5

Bild 1: Gebiet G und G,

a) Berechnen Sie die Konstante c.

b) Berechnen Sie die Randdichten fx () und fy (y).

c) Zeigen Sie, dass X und ¥ nicht fiir alle a, b unabhingig sind.
d) Geben Sie alle Flle an, in denen X und ¥ unabhingig sind.
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Aufgabe 4

Gegeben seien die beiden unabhéingigen, normalverteilten Zufallsvariablen X und Y mit
Nx(4, B) bzw. Ny-(—3, 2).

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X > 0 ist.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ¥ > 0 ist.

c) Eermhnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Z = X + V.

d) Wie grof ist dic Wahrscheinlichkeit, dass X > —¥ ist?

Aufgabe 5

Gegeben sei folgender zeitdiskreter Zufallsprozess Y{(n)
Y(n) =X(n)- X(n—1).

Dabei ist X(n) ein zeitdiskreter stationdrer Zufallsprozess, der mit der Wahrscheinlichkeit
p den Wert @ und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p den Wert b annimmt (6>a >0) und
dessen Werte fiir n # k unkorreliert sind.

a) Skizzieren Sie eine Realisierung von X (n) (zeichnen Sie mindestens 6 Werte von X (n)
ein). Skizzieren Sie nun ¥ (n) fiir die entsprechende Realisierung,
b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y(n).

c) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion von Y(n).

Aufgabe 6

Gegeben sei eine homogene Markoffkeite mit den vier Zustinden: Z — {1, 2, 3, 4}. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten p; ,j-mit i,j € Z der Markoffkette sind in der folgenden
flbergangsmatrix zusammengefasst:

02 02 0 06
i OO
o a b elid
0.8 0 050

a) In welchem Wertebereich miissen sich a, b, ¢ und d befinden. Geben Sie den Zusam-
menhang zwischen a, b, ¢ und d an.
b) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen fiir die Ubergangsmatrix 7.

¢) Wahlen Sie a, b, ¢ und d so, dass eine Markoffkette mit genau einem absorbierenden
Zustand entsteht.

d) Es gelten nun die Werte fiir @, b, ¢ und d aus c). Wie grof ist die mittlere Dauer bis
zur Absorption fiir jeden der vier méglichen Startzustinde: 1,2, 3 und 47
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Musterlésung zur Klausur
Wahrscheinlichkeitstheorie 55 2002
AUFGABE 1 .

Ry g = {Ws. eine rote Kugel aus der 1./2. Urne zu ziehen}

Urnel : Urne2 :

PR = P(s) =
P(S) =3 P(S) =5
P(W) = & P(By) =5

a) G = {zwei gleichfarbige Kugeln wurden gezogen}
P(RiNRyNG) i P(RyN Ry)
P(G) i k)

P(Rl n RZIG) =

oo =

PWinG) PW1) - 1/6 4

el P@E BBy 19/ 19

c)
P(R1 U Ro|G) = P(R:|G) + P(Ra|G) — P((R: ﬂjz) nG)

PG = P(alRl);P(Rl) i (@+s)a A

P@) 19/24 19

plic) = PO P _ GHe)-a_ 3

P@) 19/2¢ 19
e
P(RluRzlG)=E+1_9= 19
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AUFGABE 2
Die Zufallsvariable B bezeichnet die Anzahl der entnommenen Bélle.

a) Uber die Binomialvert. P(T|B) = (g) -9+ (1 — )27 mit p = 0,4 folgt:

HE-— 1 03 P{B=9 05
P(T=0|B=1)=08 PHl=0lP —2) - 06
P(T=1B=1)=04 P(T=1B=2)=0,4-06-2

Pl =plB 9044

B0
P(T =0|B = 3) = 0,67

PE -4 = G’) .0,4-0,6%

3
P(E=2|B—3 (2) -0,4%.0,6

PledB - &) 042
Uber die Formel von der totalen Ws. folgt:

e s R R e ) -’P(B —
L P(T—(0|B —38) P{B - 8] — 0,4032

P(T = 1) = 0,4464 '

P(f—2) 0,137

P(T =3)=0,0128

b) Fiir Erwartungswert £{T} und Varianz D2{T'} gilt:
E{T} = 0,4032- 0 + 0,4464 - 1+ 0,1376 - 2+ 0,0128 - 3 = 0,76

D*{T} = 0,4032 - (0 — 0,76)* + 0,4464 - (1 — 0,76)* + 0,1376 - (2 — 0,76)*
40,0128 - (3 — 0,76)* = 0,5344
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c¢) Ws. mind. 2 Bille gezogen zu haben unter der Voraussetzung eines Treffers:

P(B>2T=1)=P(B=2T=1)+P(B=3T=1)
P(T=1B=2)-P(B=2) 048-05

el P =1) TR
Cam_ P(T=1B=3.P(B=3) 043202
P(B=3T=1)= e = O 2 ~ 003

P(B > 2|T = 1) ~ 0,5376 + 0,1935 = 0,7312

AUFGABE 3
0 a+2 0,5 b+2
a) [ /ca:dmdy+//ca:dmdy muss 1 ergeben!
05 a 0 b
:>0,5-c--(-(-l;—2)2-—%2+0,5-c(b22)2—%2~
=2-(a2+4a+4—-a2+62+4b—b2+4):c-(a+b+2)é1
ey
b) Randdichte von X:
) fx(z)=0
0
G5 <b fx(m):fczdyzgm
0,5
0 0,5
b<z<a+2 fx(x)zjcxdy+fwdy=cz
-05 0
0,5
at+2<z<b+2 fx(m)zfcmdy=%z
0
bt+2<z fx(a':):O
gw a<z<b
er b<e<a+2
T ga: a+2<r<b+2
0 sonst
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Randdichte von Y:

a+2
gl fy(g):[cmdx:%-(4a+4)=2c(a+1)

0<y<05 fr(y) =2c(b+1)
sonst fr(y)=0

Zc(a+1) -05<y<0
= fr(y)=¢ 2¢(b+1) 0<Ly<05
0 sonst

c) Bsp.: a = glg, b =1 Punlkt (;11,}—1)
or @D =0#5-1 202~ () S D)

d fry (e, y)=ce fir (z;0)€ Gy, Gy
0<y<0bundb<z<a+?2 fx(z)- fr(y) =2c(b+1) cz
=cx=22c(b+1) Sec=gzs =>2%+2=a+b+2
= q=0
Fiir a = b fallen die Bereiche (a < < b) und (a+ 2 < z < b+ 2) fiir
die Dichte fx(z) weg. Fiir den Bereich (—0,5 < y < 0) gilt fiir fy(y) eine
analoge Herleitung. Auferhalb der Gebiete G1, Gy wird fx(z) - fy(y) und
fx,v(z,y) zu Null.
= fxv(z,y) = fx(z)- fr(y) fir a=0b= X,Y unabhingig

AUFGABE 4
a) Uber normierte NV: Pz < 2) = CI)(Z ; p-)
Pz >0)=1- @(%) ~1—(1—®(1,789)) = &(1,789) =~ 0,962
0 (~3)
b) Ply=0)=1—& b (1—@(2,121)) ~ 1 — 0,983 = 0,017

c) Nz = (12, 0%)
fe=po+py=4-3=1
a§=0g+03=5+2:7 N — (1)

(Additionssatz der NV)
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d) P(X 2 -Y) = Y 20)=F(E 0
P(Z>0)=1- ( ) (_) ~ B(0,378) ~ 0,648
- AUFGABE 5
a) Beispiel fiir Realisierung von X (n) und Y (n).

X(n}

b) Fiir Erwartungswert E{Y (n)} und Varianz D*{Y (n)} gilt:
E{Y(n)} = B{X(n) - X(n— 1)} = E{X(n)} - B{X(n - 1)} =
DHY(n)} = B{(X(n)- X(n — 1) — B{Y(m)})’} = B{X*(n) - X*(n — 1)}

_E{Y(m)}= [ p+8-(1-p)) —[e-p+b-01-p)

¢) Fiir die Autokorrelationsfunktion @yy (n1, no) gilt:

pyy(ny,ng) = E{X(n1) - X(n1 — 1) - X(ng) - X(n2 — 1)}

fiir |ny—mngl >2:

B{Y ()} - B{Y (na)} = BH{Y (n)} = lap + b (1 — p)I”

eyy (n, ng) =

[a-p+b-(1-p)

WT - H 2002

flir |n1 —712] =1

pyy(n1,ne) = B{X(n)} - B{X*(n1 — 1)} - B{X (1 - 2)}
=[ap+b(1—p)*- (@ - p+b°(1 - p))

fiir |’l’b]_ = n2| = {0

vy (n1,m) = BLC(ny) - X2 (g — 1)} = B{X*(n0)} - B{X*(n1 — 1)}
= [afp+ 5101 — )

AUFGABE 6

a) Folgende zwei Bedingungen miissen gelten:
a,bc,de[0,1]]unda+b+ct+d=1

b) Ubergangsgraph:

c)a=b=d=0 und c=1
— Zustand 3 ist ein absorbierender Zustand.

4
d) aus (9.3-7): m; =1+ 3~ pirmi und mg =0
=1

my = 1+ 0,2m; + 0,2mg + 0,614
my = 1+m4: 2+0,5Tﬂ1

02 02.0 08
el 0

P =
(e el o) mg =0
G500 0,5 0 m4:1+05m1+05m3—1+05m1
my = 14 0,2my + 0,4+ 0,1my + 0,6 + 0,3 e
My — 4,5 ms = 0 m4 = 3.,5
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