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fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen
Aufgabe 1 (10 Punkte)
Eine Urne enthilt drei ideale Wiirfel Wy, W, und Wj. Der Wiirfel W; ist mit den Zahlen 1
bis 6 beschriftet, der Wiirfel W, trigt die Ziffern 1, 3 und 5 jeweils zweimal und der Wiirfel
Wj trigt die Beschriftung 3 auf allen sechs Seiten.
Ein Zufallsexperiment besteht daraus, dass ein Wiirfel rein zuféllig aus der Urne gezogen
und einmal geworfen wird. Die Zufallsvariable X bezeichne die bei diesem Wurf erzielte
Augenzahl.

a) Ermitteln Sie die Verteilung von X;.

b) Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der Wiirfel W, gezogen wurde,
unter der Bedingung, dass die geworfene Augenzahl 3 ist.
c) Zeigen Sie: E(X;) = ¥.

d) Das obige Zufallsexperiment werde nun insgesamt N-mal in unabhéngiger Folge durch-
gefithrt. Die Zufallsvariable X}, bezeichne die beim k-ten Mal geworfene Augenzahl
(k=1,...,N)und Sy := Z{};l X, die insgesamt erzielte Augensumme. Berechnen Sie

i) A;E};QP(%SNSIQ\/N); i) lim P(§ Sy <19VN); iii) lim P(Sy < 19VN).

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Sie brauchen in dieser Aufgabe die erhaltenen Formeln nicht zu vereinfachen!
a) Zwei Sender A und B iibertragen unabhéngig voneinander bindre Daten “0”, “1”.

Eine “0” wird vom Sender A mit der Wahrscheinlichkeit % sowie vom Sender B mit
der Wahrscheinlichkeit é gesendet.

i) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine “0” iibertragen wird,
wenn beide Sender zeitgleich jeweils ein bindres Datum senden.

ii) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass. der Sender A bei sechs unabhéngig
voneinander {ibertragenen bindren Daten

a) genau zweimal eine “0” gesendet hat?
B) mindestens fiinfmal eine “0” gesendet hat?
b) Beim Pokerspiel Texas Hold’em wird ein 52-Blatt-Kartenspiel, das vier Asse enthilt,
gut gemischt, und jedem der fiinf Spieler A, B, C, D, E werden zwei Karten ausgegeben.
i) Wie viele mogliche Verteilungen gibt es fiir die Karten?
ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt mindestens ein Spieler mindestens ein Ass?
iii) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Spieler je zwei Asse bekommen?
c) FEine Firma fertigt mit zwei Maschinen die gleichen Bauteile. Fiir die Ereignisse A =
{das Bauteil ist fehlerhaft} und B = {das Bauteil wurde von der ersten Maschine
produziert} gelte 0 < P(B) < 1 sowie P(A|B) = P(A[B).

Sind die Ereignisse A und B unabhingig? Begriinden Sie [hre Antwort.
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Aufgabe 3 (10 Punkte)
a) Die homogene MarkofTkette (Xn)nen, auf dem Zustandsraum {1,2,3,4} besitze dic
Ubergangsmatrix
1 0 0 0
3/10 2/5 a 1/5
1/10 1/10 3/5 1/5
0 0 001
mit einer Konstanten a € R. Der Anfangszustand der Markoffkette sei X = 3.
i) Ermitteln Sie a.

P=

ii) Geben Sie den zugehérigen Ubergangsgraphen an.
iii) Berechnen Sie P(X; = 3).
iv) Bestimmen Sie die mittlere Dauer bis zur Absorption im Rand.

b) Ein Kartenstapel, bestehend aus den vier Karten Bube, Dame, Kénig und Ass, soll
gemischt werden. Zu jedem Zeitpunkt n € Ny wird hierzu eine der folgenden Mischme-
thoden benutzt:

I: Die oberste Karte wird mit der untersten Karte getauscht. (Die Reihenfolge der
beiden inneren Karten bleibt unveréndert.)
II: Die beiden oberen Karten werden unter Beibehaltung der Reihenfolge unter die
beiden anderen gelegt.
III: Die unterste Karte wird zuoberst gelegt. (Die Reihenfolge der anderen Karten

bleibt unveréindert.)
Die Mischweise I wird mit Wahrscheinlichkeit 1/2 angewandt, wéhrend die Mischweisen
11 bzw. III mit. den Wahrscheinlichkeiten 1/3 bzw. 1/6 verwendet werden.

Die vier moglichen Positionen des Buben seien mit den Zahlen 1,2, 3,4 durchnumme-
riert. Bezeichnet Y, die Position des Buben nach dem n-ten Mischvorgang, dann stellt
(Y;)nen, eine homogene Markoffkette dar. (Dies muss nicht begriindet werden!)

Bestimmen Sie den Ubergangsgraphen und die Ubergangsmatrix von (Y;)nen-

Aufgabe 4 (10 Punkte)
a) Esseien o > 0 und X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte

z/a? fir « € [0, )
f@) =< 2/a—=z/a® firz € |o,20) (x €R).
sonst

i) Geben Sie die Verteilungsfunktion von X an.
ii) Berechnen Sie P(X? < a?/4).
iii) Bestimmen Sie sowohl den Erwartungswert als auch die Varianz von X.

b) Gegeben seien zwei unabhéngige, jeweils mit Parameter A > 0 exponentialverteilte
Zufallsvariablen Y und Z. Bestimmen Sie die Dichten von Y + Z und /Y.

Lésungsvorschlige
Loésung 1
Definiere die Ereignisse
A; := {Es wird der Wiirfel W; aus der Urne gezogen} (j=1,2,3).

Dann gilt P(A1) = P(Ay) = P(43) = %
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a) Der Wertebereich von X ist {1,2,3,4,5,6}. Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlich-
keit erhélt man
P(X1=1) = P(X1 =1|A1) - P(A1) + P(X1 = 1|A) - P(A2) + P(X1 = 1|43) - P(43)

B e L e Ty

G 333 3 8T 6
. 14l 1 1 1
P(Xi=2) =g g+0-3+0-3= 0,

Tgeqdle il o001

o g et e D B e

(X1 =3) et il e
: 11 1 14
PG =4 = 22 ¥l b0 o=

lodl. A3 T A 1

PO LE = e 2L 1_3_1

H=58=53+33+t03=5"5
11 1 T i
P(Xlzf)):a.§ 0§ T

Also lautet die Verteilung von X;:
k | 1 4 5
P=n 4 & & % 3%
b) Fiw die Wahrscheinlichkeit, dass der Wiirfel W) gezogen wurde, unter der Bedingung, dass
die geworfene Augenzahl 3 ist, ergibt sich mit Hilfe der Formel von Bayes

e ; i
Plagx < gy B =i Bl g 1

[N
= o
=~ =

P(X; =3) 3 9’
¢) Fiir den Erwartungﬁwert von X gilt
1 1 1 1 1 1
(1) = =) =1 o= A= By
E(X1) = Zk P(X 1igHBiE +& s v i + Bt 6or
_3+2+27+4+15+6_ﬂ_1_9
5 18 T T

d) i) Da die Zufallsvariable X; nur endlich viele Werte annimmt, ist D?(X;) =: d? endlich.
Die Zufallsvariablen X, Xy, X3,... sind unabhingig und identisch verteilt. Aufgrund
von E(X;) = % liefert der zentrale Grenzwertsatz

6 19
i — S L19VIN | = i —-—N<
N[T};op(\/NSN_lg N) ng};gP(SN 5 N_O)

Sy—-YnN
= lim P(-L———(’-——- < 0) =P(0) ==
VNd
Hierbei bezeichnet @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
ii) 1. Ldsungsweg: Fiir jedes N € N mit N > 2 ist %\/N S % Mit Hilfe des Chintschin-
schen Gesetzes der groBen Zahlen ergibt sich damit

) 6 g 1 19 i 20
,JEnmP<NSN 519«/1V) = Jim P(NSNSF\/JV> > 1.310013( Sn <?)

19 1 19] 1
= |i - — > i = - =
leécp( SN <6> -Nllféopﬂ e <6) I

raus i = <19 = 3
woraus NIE}}.Q P(N Sy <19V N 1 folgt

2. Lisungswey: Nach Konstruktion des Zufallsexperiments gilt P(Sy < 6N) =1 fiir alle
N € N. Ist N > 4, so gilt %\/NZ %~226unddamit

P<%SN < 19\/N> =P(SN < (%\/N)N) zP(sN seN) =1

) : 6 =
woraus NIE};P(N’ Sy <194/ N) =1 folgt.
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iii) Fiir jedes N > 400 gilt wegen 19V N < 20/N<VN-VN=N

P(Sy <19VN) < P(Sy < N).
Da nach Konstruktion des Zufallsexperiments P(Sy < N) = 0 ist, folgt
lim P(Sy <19VN) =0.
N—o0

Losung 2
a) i) Definiere die Ereignisse (' := {Sender A iibertrigt eine “0”},
D := {Sender B iibertrigt eine “0”}.
Dann sind C' und D unabhiingig und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

P(C’UD)=P(C)+P(D)—P(C)-P(D):Z+§—Z-§ =3

ii) Der Sender A iibertrage nun sechs Bits. Gibt die Zufallsvariable X die Anzahl der dabei
gesendeten Bits “0” an, dann ist X binomialverteilt mit den Parametern 6 und %.

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal eine “0” gesendet wurde, ist gleich

o= (@G -5 F-0 5

) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens fiinfmal eine “0” gesendet wurde, betrigt

Pex 29 = Px =9+ P =0= ()(3)" () + (6) D'’

_6 3®+35 37
46 =36

b) i) Esgibt 52\ (50 (48 (46\ (44 _52-51-50-49-...-43
A\ 2 2 2 2 2. 26
mogliche Verteilungen fiir die Karten.
ii) Sind die Ereignisse 4 .= {Mindestens ein Spieler erhdlt mindestens ein Ass},

B := {Kein Spieler erhilt ein Ass}
definiert, so gilt B = A und daher

() (5)- () () (5) 42-41-40-39
P(A)=1-P(B)=1— -2 LrTe ‘ _
- @ @@ moD
iii) Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Spieler je zwei Asse bekommen, betrigt
R ()-)-(5)-¢) _ 5443 _ 4.4 2
B2/l (50 48 46y | (44 52-51-50-49  52-17-10-49  5-13-17-49°
(2)-(5)-3)-(3)-(5)

c) Die Ereignisse A und B sind unabhingig, denn mit Hilfe der Formel von der totalen Wahr-
scheinlichkeit und der Voraussetzung P(A|B) = P(A|B) ergibt sich
P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|B) - P(B) = (P(B) + P(B))P(A|B) = P(A|B).

Losung 3
a) i) Esg‘“‘a:]_i_?__l:_l_. 1
. R A . C\ 3/10
ii) Der Ubergangsgraph der Markoffkette lautet: @

1/10
1/10

1/10

(F—

3/5

;
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iif)

iv)

1. Lésungsweg: Anhand des Ubergangsgraphen erkennt man

38 1 1 37
P(Xs=8)=c-c4—o=-—,
(X =39) 5570 10 100

2. Lisungsweg: Mit 00 0 0 - o
1 43 17 10 30

70| 19 10 37 34
090" 100

PZ

gilt

(P(X2 —1), P(X; = 2), P(Xz = 3), P(Xa = 4)) = (o,o, 1,0) P2 = (19, 10, 37, 34)

3 100(
Also ist P(Xz =3) = 3.
Es bezeichne m; die mittlere Dauer, um vom Zustand ¢ aus bis zur Absorption im Rand
R = {1,4} zu gelangen (i = 1,2, 3,4). Fiir jeden inneren Zustand ¢ = 2, 3 gilt dann
4

m; =1+ Zpij My,
j=1

wobei pij == P(Xnp1 = j| X = 1) die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (X, )neng
bezeichnen. In der vorliegenden Situation gilt

mi=my =0

2 1 3 1
me=14pump+pumz=1l+-ma+—mg < -—ma=1+—m3 (1)

5 10 5 10
1 3 2
mg=1+p3ama+pzzms =1+ T my + 5 ms. (2)

Da der Anfangszustand 3 ist, muss mg3 bestimmt werden.
Die Gleichung (1) ist dquivalent zu 1—10- my = %(1 + TIG mg). Setzt man dies in (2) ein, so
erhélt man

m —1+l(1+—}—m)+§m —7+£'m = Em = = m oy
g 1078 TE™TE e 60 276 S g

Die mittlere Absorptionsdauer betrigt also etwa drei Zeitschritte.

b) Nummeriert man die vier Positionen mit 1,2,3,4 und symbolisiert den Kartenstapel durch

1

2
3 |
4
so bewirken die drei Mischvarianten die folgenden Umordnungen:

4 3 1
2 . 4 . 2
-~ 3 II: 1 10K 3
1 2 4

W N
W N
[ S

Befindet sich der Bube in Position 1, so gelangt dieser durch die Mischmethode I zur Position
4, durch die Methode II zur Position 3 und durch I1I zu 2. Da die Mischweisen I, II bzw. III mit
den Wahrscheinlichkeiten 1/2, 1/3 bzw. 1/6 angewandt werden, ergeben sich die folgenden
Ubergangswahrscheinlichkeiten: pyy =0, p12 = 1/6, p13 = 1/3, pia = 1/2.

Entsprechende Uberlegungen kann man fiir die iibrigen Ausgangspositionen durchfiihren. Der
Ubergangsgraph von (Y3, )nen, lautet:
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Lésung 4

a)

Die Ubergangsmatrix von (Y;)nen, ist 0 1/6 1/3 1/2

i)

ii)

iif)

0 1/2 1/6 1/3
1/8, w0y L/2lid/e
2/3 1/3 0 0

P =

Die Verteilungsfunktion Fx von X ist gegeben durch
T
@)= [ fod  @em)
J =00

i o T
Fiir 2 < 0 gilt Fefp)= / iy =0,
—o0
P . ¢
Fiir z € [0,a) gilt Fx(z)=i2/ ydy:%xz.
o Jo 2c
Fiir 2 € [, 2a) gilt

1 €8 " i 1 2 - y?
F,\'(:D)=§+/ ——-—zdy=§+<g—ﬁ

x

O y=a
=1- L(lloz2 —doz+a?)=1- L(2a = ’5)2
202 2a? a8
Fiw © > 20 gilt Fx(z) = Fx(20) = 1.
Also ist 0 fiire <0
i o o
- i 7 T fir z € [0, ) )
Brie)=iny.. %;(201 —z)?  firaz € [o,2q) b =
1 fiir z > 2«

Es gilt

P(X? < a?/4) = P(IX| € a/2) = P(~a/2 < X < af2) = Fx(a/2) - Fx(-a/2) Dy,

Fiir den Erwartungswert von X ergibt sich

o0 1 o 5 20 2 1 %
E(X)= zf(z)de = o Jo z°dr + ST dz
¢ J -0 o

—1a+(1'2 A ws)zu —}-a+4a—§a—a+1a—a
3 o’ T32" Me=a 3 3 ok
Mit  B(X?) /m v f(x) do l/a 3dw+/.2a2112 & i
[ = 4 x)dr = — x° d; i L —
- a? Jy O a?
_1 . 2 53 1 4)2" _1 5 16 4 2 2 2 _
_4a +(§E’E 40121 ;z::a_4é +?a 4o a‘+ - =«

folgt fiir die Varianz von X

D*(X) = E(X?) - (B(X))? = %oﬂ.
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b) Da die Zufallsvariablen ¥ und Z mit Parameter \ exponentialverteilt sind, besitzen diese die
Dichte

o) = { Ae > fiir g >0 (¢ €R).

0 firz <0

Aufgrund der Unabhingigkeit von ¥ und Z ist die Dichte & von Y + Z gegeben durch die
Faltung h = g % g, d.h. durch .

F (o)
wo = [~ sele—vay  wew)
—0o
Nach Definition von g ergibt sich i(z) = 0 fiir & < 0. Ist & > 0, so gilt

T T T
h(z) = / 9(y)g(z —y)dy = / e MWae MY gy = /\2/ e dy = Ne Mg,
0 Jo 0

" 2,—Ar BT
Also ist h(z) = { A CO x. 21: ‘:' ig (z €R) die Dichte von Y + Z.

Wir bestimmen zunéchst die Verteilungsfunktion F von /|Y]: Fiir z < 0 gilt

2

Fare 20gilt  F(z) = P(/[Y]<3) = P(|Y| <a?) = P(Y <a?) = Fy(a?) =1 —e ",
" Die Verteilungsfunktion von 4/]Y] ist also

v f1-e™ firz>0 -
Fle) = { 0 fir © < 0 @ e

Die Dichte f von 4/]Y| ergibt sich aus der Verteilungsfunktion durch Ableiten

"t 22ze  firz >0
f("’)‘{ 0 mre<yg . 28
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UNIVERSITAT KARLSRUHE Herbst 2009
Institut fiir Analysis 05.10.2009
Klausur Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen
Aufgabe 1 (10 Punkte).
(a) Es seien A, B,C Ereignisse, also Teilmengen, des Ergebnisraums 2. Driicken Sie die
folgenden Ereignisse mit Hilfe von A, B, C' in Mengenschreibweise aus.
(i) Unter den drei Ereignissen A, B, C tritt nur das Ereignis C ein.
(ii) Es treten genau zwei der drei Ereignisse ein.
(iii) Ds tritt mindestens ein Ereignis ein.
(b) Ein Kartenspiel besteht aus 32 Karten, darunter 4 Buben. Die Karten werden gut
gemischt und dann nacheinander aufgedeckt.
(i) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die dritte aufgedeckte Karte ein Bube
ist? )
(ii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste und die sechste aufgedeckte
Karte jeweils ein Bube ist und unter den Karten zwei bis fiinf kein Bube ist?

Aufgabe 2 (10 Punkte). In einer Fabrik werden Kirschen entkernt. Dazu werden zwei
Maschinen verwendet. Jede Roh-Kirsche wird entweder an Maschine A oder an Maschine B
entkernt. Maschine A bearbeitet 80% der Kirschen und entfernt 95% aller Kerne. Maschine
B bearbeitet 20% der Kirschen und entfernt 70% aller Kerne.

Zum Schluss werden die bearbeiteten Kirschen noch kontrolliert. Dabei werden 90% aller
Kirschen, die félschlicherweise den Kern noch enthalten, aussortiert. Allerdings werden auch
10% der Kirschen ohne Kern aussortiert.

Die nicht aussortierten Kirschen werden dann verkauft.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Roh-Kirsche
nach Bearbeitung einen Kern enthélt und verkauft wird.
(b) Ein Kunde kauft eine Packung mit 100 Kirschen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass alle Kirschen der Packung entkernt sind? :
(c) Es werden N verkaufte Kirschen betrachtet. Xy sei die Anzahl der entkernten
Kirschen. Zeigen Sie:
i 2 163
]Jl_rf;oP(}\N > 164N) =0.
Aufgabe 3 (10 Punkte). Es sei (Y;,)nen eine Folge stochastisch unabhéngiger Zufallsvari-
ablen, mit P(Y, = k) = % fuir k=1,2,3,4,5.
Wir betrachten folgendes Spielbrett, das aus vier Feldern besteht.

—N
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Man stellt zu Beginn seine Spielfigur auf das Feld “Start”. Dann zieht man die Figur
im Uhrzeigersinn weiter, zundchst um Y; Felder, dann um Y, Felder, usw., wobei man
unter Umstanden mehrere Umrundungen durchfiihrt. Sobald die Figur jedoch auf dem Feld
“Gewonnen” oder “Verloren” landet, wird sie nicht mehr bewegt.
(a) Modellieren Sie die Position (X, )nen, der Spielfigur als Markoffkette auf einer vierele-
mentigen Zustandsmenge: Geben Sie den Ubergangsgraphen an.
(b) Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix an.
(¢) Bestimmen Sie die Verteilung der zufilligen Position der Spielfigur nach zwei Ziigen.
(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Spielfigur auf dem Feld “Gewonnen”
landet.
(e) Bestimmen Sie die mittlere Spieldauer (also die Anzahl der Ziige, bis die Figur auf
“Gewonnen” oder “Verloren” landet).

Aufgabe 4 (10 Punkte). Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f : R — R gegeben

durch
A2 ol =
sy = o 2e o,
: x & [—2,2]
wobei a € R ein Parameter ist. Weiter sei Y eine Zufallsvariable, gegeben durch ¥ = X2
(a) Wie muss a gewahlt werden, damit f eine Dichte wird?
(b) Bstimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y.
(c) Ermitteln Sie eine Dichte von Y.
(d) Bestimmen Sie P(Y > 1|X < 0).
(e) Bestimmen Sie E(X), V(X) und E(Y).
(f) Sind X und Y stochastisch unabhangig?

Losung Klausur Wahrscheinlichkeitstheorie fiir Elektrotechniker
Losung 1.

(a) Es gibt jeweils mehrere Moglichkeiten, die Ereignisse darzustellen. Hier einige Moglichkeiten:

(i) ANBNC oder C\(AU B).
(i) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) oder (ANB)U(ANC)U(BNC)\(ANBNC).
(iiil) AUBUC.
(b) Wir nummerieren die Karten von 1 bis 32 durch, wobei die vier Buben die Nummern
1 bis 4 erhalten sollen.
(i) Die Reihenfolge, in der die Karten aufgedeckt werden, spielt hier keine Rolle.
Daher kann das Problem modelliert werden durch den Wahrscheinlichkeitsraum
Ql = {(k)l,kz,ks) H IC]' € {l, e ,32}, ki 75 kj fir ¢ 7é j}, wobei k; die i-te gezo-
gene Karte beschreibt, mit Gleichverteilung. Es ist [Q;| = 32 .31 - 30. Die
giinstigen Ausgénge sind:

Die ersten beiden Karten sind kein Bube, und die dritte Karte ist ein Bube
oder

die erste Karte ist ein Bube, die zweite Karte nicht, und die dritte Karte ist ein
Bube

oder

die erste Karte ist kein Bube, die zweite und dritte Karte sind ein Bube

oder

die ersten drei Karten sind ein Bube.

Dabher ist die Anzahl der giinstigen Ausgénge
=28-27-4+4-28-3+28:4-3+4-3-2=28-4-30+30-4-3=31-30-4.
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Anzahl aller Ausgiinge = 31-30-4/(32-31-30) = 1/8.
(ii) Diesmal modellieren wir das Problem mit dem Wahrscheinlichkeitsraum
Q= {(k1,... Ke) : kj € {1,...,32}, ki # k; fiir ¢ # j}.
Wieder liegt Gleichverteilung vor. Die Menge der giinstigen Ausgénge ist also
G = {(k1,...,ke) : k1,ks € {1,2,3,4} und ks, ..., ks € {5,..+,32}},
und die Anzahl der giinstigen Ausgéinge ist |G| = 4-28-27-26-25-3. Die Anzahl
aller Ausgénge ist || = 32-31-30-29 2827, und somit ist die gesuchte

Wahrscheinlichkeit
4-28-27-26-25-3 12.26-25 13-5
G|/ = = = .
IGI/I%| 32-31-30-29-28-27 32-31-30-29 31-29-8
Loésung 2.
(a) Wir bestimmen zunéchst die Wahrscheinlichkeit p;, dass die Kirsche nicht entkernt
wird:

pr=0,8-0,05+0,2-0,3=0,04+0,06=0,1.
Daher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit p, = 0,1 p;y = 0,01.
(b) Die Wahrscheinlichkeit p3, dass eine Kirsche entkernt wird und verkauft wird, ist

ps=0,9-(1—pi) =0,8L.
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine verkaufte Kirsche entkernt ist:

py = P(“Kirsche wird entkernt ”|“Kirsche wird verkauft”)

= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)/P(“Kirsche wird verkauft”)
= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)
/P(“Kirsche wird entkernt und verkauft” oder “Kirsche wird nicht entkernt und verkauft”)
= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)
/ |P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”) + P(“Kirsche wird nicht entkernt und verkauft”)]
=0,81/[0,81 4 0,01]

81
= g

Dann ist die gesuchte Warscheinlichkeit, dass eine 100er-Packung aus nur entkern-
ten Kirschen besteht, gleich

g o LN R
Dy =Dy = @ p

(c) Es sei Y, die Zufallsvariable mit Y, = 0, falls die n-te Kirsche nicht entkernt ist
und Y, = 1, falls die n-te Kirsche entkernt ist. Dann sind Y3,...,Yy stochastisch
unabhéngig und identisch verteilt, und es gilt Xy = 3°0_, ;. AuBerdem ist E(Y1) =
Pa = %. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen folgt

163 1 163 1 8l 163 8l
PX —— =P(—=XNny — — = P(=XNy — — Sl 2
PXn > g V) = P(GXN — 157 > O = P(GXN = 55> 157 ~ 53
! :
SP('NXN—Z—;'>%—%)—+Oﬁh‘N—>OO.
L )

>0
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Losung 3.
(a) Wir nummerieren die Felder durch: Startfeld = 0, unbeschriftetes Feld = 1, “Gewon-
nen” = 2, “Verloren” = 3. Wir erhalten folgenden Ubergangsgraphen.

1/5 1/?A
/‘—_—\

p 2/5
OIEan©
1/5 2/5,

1/5 1/5
@31 1 @
(b) Die zugehérige Ubergangsmatrix lautet P
1 LAR2l
P=51lo005 0
@ 69 6

(c) Durch Quadrieren der obigen Matrix erhélt man die Ubergangsmatrix vom Zustand
zum Zeitpunkt Null zum Zustand zum Zeitpunkt zwei. Aus ihr bestimmen wir die
Verteilung der Figur nach zwei Ziigen:

3 4 10 8
2.3,13:7F
00 25 0
00 0 25

10 R 1 oo ayeke =(3/25 4/25 10/25 8/25).
( )P = ( )55 (

Also lautet die Verteilung nach zwei Ziigen
P(X, =0) = 3/25, P(X; =1) =4/25, P(X; = 2) = 2/5, P(Xz = 3) = 8/25.
(d) Es sei px die Wahrscheinlichkeit, dass die Markoffkette im Zustand 2, also “Gewon-

nen”, absorbiert wird, wenn das Startfeld & ist (k =0, 1,2,3). Der Rand der Markof-
fkette ist B = {2,3}. Gema$ Skript S.28, 7.10, gilt dann fiir £ = 0,1 :

3
Pe=  PiPrs
j=0

wobei py; die Eintrige der Ubergangsmatrix bezeichne. AuBerdem gilt p; = 1, p3 = 0.
Somit erhalten wir 1 9 1 1 1 9
Po=gPo+ Zp1F £, PL= o Tty
Dieses LGS mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten 16st sich zu
4 9
Po == =1y

Daher ist die gesuchte Gewinnwahrscheinlichkeit = %.
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(e) Essei t; die mittlere Spieldauer, vorausgesetzt, dass die Markoffkette im Feld k startet
(k=0,1,2,3). GemaB Skript S.28, 7.10, gilt fiir k ¢ R :

3
=1+ me'tj
7=0

und fiir k¥ € R natiirlich ¢;, = 0. Daher erhalten wir

1 2 1 1
to =1+ —to+ =t1, ts = 1 + =to + =t1.

5 5 5 5
Die Losung dieses LGS lautet tg = 17—5, t = f—i, sodass die mittlere Spieldauer % Zige
betragt.
Losung 4. 1

& 1 1 6
(a) Es muss gelten: [ f(x)dz = 1. Also / az’dy = [a§m3]32 = a§(8 +8) = Fo= i
—2

Daher a = .

(b) Gema Definition: Fy(y) = P(Y < y). Falls y < 0, dann ist also 0 < Fy(y) <
P(X? < 0) = 0. Falls y > 4, dann gilt 1 > Fy(y) > P(X? < 4) = 1. Falls y € [0,4],
so gilt

"
Fe() = PY <) = POC <) = PUXI S Vi) = [ @)t = [5a712Tg = GV = g
e

Insgesamt also 0 y <0
Bry)={s*: velod]
% y >4,

(c) Da Fy stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, besitzt Y eine Dichte, die
gegeben ist durch g(y) = Fj(y) fiir y dort, wo Fy stetig differenzierbar (an den
sonstigen Stellen setze g(y) beliebig fest). Somit erhalt man als eine Dichte

A
Sy7: ye(0,4)
a(y) = {“’ :
0: y & 10,4]
(d) Es gilt

PY>1X<0)=PX?*>1,X <0)/P(X <0)=P(X <-1)/P(X <0).
Wir bestimmen Zihler und Nenner: P(X < —1) = af__; dde=2-3-8—-1)=%&

und P(X <0) =a [’ 2%dz = & - L - (8 — 0) = &, und somit

3

&l

PY 21X <0)=

00|~y

(e) Es gilt
2
E(X) = / zf(z)dz = a./ 2%z =0,
R —2
da der Integrand gerade ist. Ferner gilt

wm=Ew%—wwW=Ew%=4

2
3 1 1:2
2 f(x)de = /';“d-,=_._.2. D S
2’ f(z)dx = a 72‘1 2 =153 3 E

Schlieflich haben wir E(Y)=E(X% =

5
(f)Bsgilt PY>1,X>1)=PX>loder X<-1,X>1)=P(X2>1)= l6’

1
and  P(¥ 2 1)P(X 21)=P(X > 1 oder X < —1)P(X > 1) = % - %

Diese beiden Werte sind verschieden, damit sind X und Y nach Definition nicht
stochastisch unabhéingig.
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HDoz. Dr. P. C. Kunstmann

‘Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen
Aufgabe 1 (3+4+3=10 Punkte)
Gegeben sei eine Urne mit 4 roten, 4 schwarzen und 4 weiien Kugeln. Der Urne werden nacheinander
drei Kugeln entnommen, in jedem Zug jeweils genau eine Kugel.
Betrachten Sie die folgenden Ereignisse:
A; = {keine der drei gezogenen Kugeln ist rot}
Ay = {alle drei gezogenen Kugeln sind rot}
Az = {mindestens eine der drei gezogenen Kugeln ist nicht rot}
A, = {genau eine der drei gezogenen Kugeln ist schwarz}
B = {die erste gezogene Kugel ist rot}
C = {die zweite gezogene Kugel ist weif3}
a) Bestimmen Sie P(A4;), P(Az) und P(A3) fiir den Fall, dass die Kugel nach jedem Zug wieder
zuriick in die Urne gelegt werden.
b) Bestimmen Sie P(A;), P(A;) und P(A) fiir den Fall, dass die Ziechungen ohne Zuriicklegen
der Kugeln erfolgen. )
c) Die Zichungen werden ohne Zuriicklegen der Kugeln durchgefiihrt. Zeigen oder widerlegen
Sie, dass die Ereignisse B und C stochastisch unabhéngig sind.
Aufgabe 2 (743=10 Punkte)

a) Die homogene Markoffkette (Xp)nen, auf der Zustandsmenge {1,2,3,4} besitze den Uber-
gangsgraphen

>w

jComeo e OBy

1
1
mit zwei Konstanten a,b € R.
(i) Ermitteln Sie a und b.
(ii) Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix an.
(iii) Berechnen Sie die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(X2=1|Xo=2),
P(X3=3, X3 =2|Xp=1),
P(X5=4|Xy=2).
(iv) Der Anfangszustand der Markoffkette sei Xp = 1. Bestimmen Sie die mittlere Dauer bis
zur Absorption im Rand.

b) Betrachten Sie das folgende Zufallsexperiment:
Zu jedem Zeitpunkt n € N wird ein Wiirfel geworfen, der auf drei Seiten mit der Ziffer 1, auf
zwei Seiten mit der Ziffer 2 und auf einer Seite mit der Ziffer 4 beschriftet ist. Das Experiment
endet, sobald zum ersten Mal die Ziffernfolge 24 auftritt.
Geben Sie zur Modellierung dieses Zufallsexperiments durch eine Markoffkette (X, )nen eine
Zustandsmenge mit weniger als neun Zustéinden, den zugehérigen Ubergangsgraphen und die
Ubergangsmatrix an.
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Aufgabe 3 (3+2+2+3=10 Punkte)
Die stetige Zufallsvariable X habe mit einem geeigneten ¢ € R die Dichte
cle| firze[-1,1
f(z):{" LI o
0 sonst
a) Bestimmen Sie ¢ und geben Sie die Verteilungsfunktion Fx von X an.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) und die Varianz D?(X) von X.
c) Berechnen Sie P(|X| > Tlﬁ)
d) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von /| X|.
Aufgabe 4 (7+3=10 Punkte)

a) Ein Unternehmen stellt Kugelschreiber her, die jeweils aus einer Schreibmine, einer Metallfe-
der und einer Kunststofthiille bestehen. Das Gewicht einer Schreibmine hat den Erwartungs-
wert 2,5 und die Varianz 0,14, das Gewicht der Metallfedern den Erwartungswert 0,5 und die
Varianz 0,1, das Gewicht der Kunststoffhiillen den Erwartungswert 10,0 und die Varianz 0,4.
Alle drei Gewichte sind voneinander stochastisch unabhiingig und normalverteilt.

(i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers zwischen
12,0 und 13,07

(ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit iiberschreitet eine Packung mit 25 solcher Kugelschreiber
das Gesamtgewicht von 3307

b) Ein fairer Wiirfel werde N-mal in unabhéngiger Folge geworfen, wobei V € N. Die Zufallsva-
riable X bezeichne die im j-ten Wurf erzielte Augenzahl (j = 1,..., N). Bestimmen Sie

N
i P(3 ).

Hinweis: Fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung gilt:
©(0.125) ~ 0.5497, @(0.5) =~ 0.6915, @(0.8) ~ 0.7881, ®(0.9) ~0.8159, @(1.25) =~ 0.8944.

‘Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen

Losungsvorschlige

Aufgabe 1
Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der gezogenen roten Kugeln, Y die Anzahl der gezogenen
schwarzen Kugeln.
a) Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste gezogene Kugel rot ist, ist gleich 15 = 3. Da die
Ziehungen mit Zuriicklegen der Kugeln erfolgen, ist die Zufallsvariable X binomialverteilt
mit Parametern p = 1 und N = 3. Folglich gilt

P(A) = P(X =0) = (3) (%)0 (%)3 i _287’
s -0 () 0) ('3

)
P(Ag)*l—P(Az):142—,'7~2—74
b) Da die Zichungen nun ohne Zuriicklegen der Kugeln erfolgen, ist X in diesem Fall hypergeo-
metrisch verteilt mit Parametern n = 3 (Anzahl der Ziehungen), N = 12 (Anzahl der Kugeln
insgesamt) und M = 4 (Anzahl der roten Kugeln). Somit ist
oG _8 7 6 _1d

() BOW 5

P(A)=P(X=3)= 35 = = . = = >

|

P(A))=P(X=0)=
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Die Zufallsvariable Y ist ebenfalls hypergeometrisch verteilt mit denselben Parametern wie
X. Hier gilt also

4y (8

(1)) _28

P 5

P(4s) = P(Y =1) =
c) Die Ereignisse B und C sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn gilt:
P(B)-P(C)=P(BnNCO).

Bei dem in der Aufgabenstellung beschriebenen Zufallsexperiment handelt es sich um ein
mehrstufiges Experiment, das sich auch als Baumdiagramm darstellen ldsst. Es soll w, r, s
und —w bedeuten, dass eine weifle, rote, schwarze bzw. nicht weifle Kugel gezogen wurde.

o

13 8/11 @

—1/3——) 4/11 @

e

1/3 411 @
®

G

Hieraus lassen sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten ablesen. Die Wahrscheinlichkeiten auf
den einzelnen Pfaden werden dabei multipliziert. Man erhélt

P(B) =3
1 3 1 4 1 4 1
RO mtsimta s
!
BBy i

Da P(BNC) = % # 33 = P(B) - P(C) ist, sind die beiden Ereignisse B und C nicht
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 2

a) (i) Da die Zeilensummen der Ubergangsmatrix P gerade 1 ergeben miissen, muss a = %

und a +b= % und somit b = %- gelten.

(ii) Die zum gegebenen Ubergangsgraphen gehorige Ubergangsmatrix P lautet

1/3 2/3 0 0

1/2 0 1/4 1/4

2/3 0 0 1/3

0 0 0 1

P=

(iii) Anhand des Ubergangsgraphen erkennt man

11 12 1
P(X2:1]X0=2)=§.§+Z_§:§
121 1
P(X3=3X=2Xo=D=5"3 715
121 11 1 5
Pl =d|Ka=F =g 5'z+5 5ltg =0
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iv) Es bezeichne m; die mittlere Dauer, um vom Zustand ¢ aus bis zur Absorption im Rand
R = {4} zu gelangen (i = 1,2,3,4). Fiir jeden inneren Zustand ¢ = 1,2, 3 gilt dann
4
m; =1+ Zpi;‘ mj,
=1
wobei pjj 1= P(Xnp1 = j| Xn = 1) die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (Xp)newng
bezeichnen. In der vorliegenden Situation gilt

1 2 3
my=1+pumi+peme+pismg=1+zm+ome m1:-2*+mz 1)

3 3

1 1
m2=1+p21m1+p22mz+p23m3=1+§m1+Zm3 2

2
m3 =1+ pgmi +ppme +psymg =1+ zm (3)
my = 0.

Da der Anfangszustand 1 ist, muss m bestimmt werden.

Setzt man die Gleichung (3) in (2) ein, so erhélt man mg = % + %ml. Setzt man dieses
wiederum in Gleichung (1) ein, so folgt m; = 373. Die mittlere Absorptionsdauer betrégt
also etwa acht Zeitschritte.

b) Fiir n € N bezeichne die Zufallsvariable X, die im n — 1-ten und n-ten Wurf geworfene

Ziffernfolge aus der Menge {11, 12,14, 21,22, 24,41,42, 44}. Mit * werde der Startzustand Xo
bezeichnet. Verwendet man die Zuordnung

Ziffernfolge | * | 11 [ 12 | 14 [ 21 | 22 | 24 | 41 | 42 | 44

Zustand 0 1 2 1 1 2 3 1 2 1

so liisst sich das Zufallsexperiment als Markoffkette (X, )nen, mit der Zustandsmenge {0, 1,2, 3}
modellieren. Hierbei gelten also die Entsprechungen

0 = “Startzustand”,

1 = Yetzte gewiirfelte Ziffer ist 1 oder 4",
2 = “letzte gewiirfelte Ziffer ist 27,

3 = “Auftreten der Ziffernfolge 24”.

Da der Folgezustand nur vom gegenwiirtigen Zustand (d.h. der aktuellen Ziffernfolge) und
nicht von der Vorgeschichte (d.h. auf welche Weise die Ziffernfolge zustande kam) abhéingt,
handelt es sich um eine Markoffkette.

. Die zugehorige Ubergangsmatrix ist

0 2/3 1/3 0

0 2/3 1/3 0

0 1/2.1/3 1/6 |’

0 0 0 1

und der zugehorige Ubergangsgraph sieht wie folgt aus:

P=
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Aufgabe 3

a)

b)

c)

d)

Damit f die Dichte einer Zufallsvariablen ist, muss gelten:

00 0 1
1&/7mf(z)dz=c/_l(—z)dz+c‘/0 xdz:c(%+%> =6

Dics ist genau fiir ¢ = 1 der Fall.
Die Verteilungsfunktion Fx von X berechnet sich folgendermafen: Fiir z < —1 ist Fx(z) =
P(X < z) =0 und fiir £ > 1 ist Fx(z) = P(X <) =1 Ist z € [~1,0), so gilt

Fx(z) = [1 Fl@)de = /,1('“) s = %(1 —a?),
und ist z € [0,1), so gilt

T 0 T
Fx(z)=[1f(z)dw:[1(—z)dx+/] zdw:%(1+xz).

0 < =k
l1-2?) ,ze[-1,0)
Also ist Fx(z) = 2 ’ ; z € R).
e 10422 ,zel0,1) e k)
1 w2 0

Da die Funktion z — z |z| ungerade ist, gilt fiir den Erwartungswert von X

Mm=[}ﬂmazﬁzmmza

1 1

1

Ferner ist B(X?) = / 22 f(z)dz = 2/ Pde = 3
J-1 0

und somit D?(X) = E(X?) — (B(X))? = 3.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lisst sich mit Hilfe der Verteilungsfunktion berechnen. Es ist
1 1 1 1 i
— | =1- —— < <—|=1- — | = -
p(> ) =1-r (g xs55) =2 (o () - ()
1 1 1 99
-*—5@+mﬂ—“*mﬂ-ma
Wir setzen Y := /| X]. Ist ¢ < 0, so ist Fy(z) = P(Y < z) = P(y/|X|<2) =0. Firz >0
gilt
. Fy(a) = P(Y <a) = P(\/IX] < 2) = P(X| < ?)
= P(—2? < X < a?) = Fx(a?) — Fx(—a?).
Hieraus folgt fiir z € [0,1)

Fy(0) = Fx(s) - Fx(~a?) = (1 +3*) - 5(1 - 2) = a*

und fiir z > 1 Fy(z) = Fx(2?) — Fx(~a?)=1-0=1.
0 ,z<0
Insgesamt ergibt sich Fy(z)=<z* ,z€0,1) (z €R).
' 1 ,z>1

Die Funktion Fy ist auf R\ {0,1} stetig differenzierbar mit

0, x € (—00,0) U (1,00)
428, =z € (0,1).

ww={
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Setzt man fy(z) := Fy(z) fir € R\ {0,1} und fy(0) := fy(1) := 0, so ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fy eine Dichte von Y, d.h. es gilt fiir alle
zeR

Fr@)= [ frwdu

Aufgabe 4

a) (i) Die Zufallsvariablen Yg, Yas, Yi sollen das Gewicht einer Schreibmine, einer Metallfeder
und einer Kunststoffhiille angeben. Nach Aufgabenstellung sind diese Zufallsvariablen
normalverteilt mit

Ys~ N(2.5,0.14), Yy ~ N(0.5,0.1),  Yx ~ N(10.0,0.4).
Das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers werde durch die Zufallsvariable X beschrie-
ben, es ergibt sich als Summe der drei Einzelgewichte. Da Ys, Yas, Yx voneinander
stochastisch unabhingig sind, ist auch X = Yg + Y + Yi wieder normalverteilt mit
p:=E(X) = E(Ys) + E(Yar) + E(Yx) = 2.5+ 0.5+ 10.0 = 13.0,
o? .= D*(X) = D*(Ys) + D%(Yar) + D*(Yi) = 0.14 + 0.1 4+ 0.4 = 0.64.

D.h. die Zufallsvariable X—;“i ist N (0, 1)-verteilt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit berech-
net sich somit durch

P(12.05Xg13.0)=P(12_“sX_”S 13_”)
a ag ag

12-13 X -—p _13-13 X—p

= (4 < = —1.25 < <
P( 08 150 wme O s 2 08 ) P( Lo a _0)

= ®(0) — ®(—1.25) = &(0) — (1 — P(1.25))

~ 0.5 — (1 — 0.8944) = 0.3944.

(ii) Bezeichnet fiir j € N die Zufallsvariable X; das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers,
so ergibt sich das Gewicht einer Packung mit 25 solcher Kugelschreiber als

25
S=NVX.
J=1

Aufgrund der stochastischen Unabhéingigkeit der Zufallsvariablen (X;); ist auch S wieder
normalverteilt. Mit Hilfe von (i) ergibt sich

25
ps == E(S) = B(X;)=25-13 = 325,
=1

25
0% :=D*8) =) D*(X;)=25-0.64=16.
=1
Die Zufallsvariable s—;éi‘i ist also N (0, 1) verteilt und es gilt

— 32 —325 S —32
P(S>330)=P<S 435>33043 ):P( 435>1.25)

=1-®(1.25) ~ 1 —0.8944 = 0.1056.

b) Die Zufallsvariablen Xi, X, ..., Xy sind stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit
E(X;) =35 fiir j =1,2,...,N. Nach dem Chintschinschen Gesetz der grofien Zahlen gilt

N 1 N
OSP(ZX]- 24N) =P(NZXJ- 24)
=1

L .
J i & 1
=1-P(=>X;-35<05)<1-P \—— X»—3.5’<0.5
(N]_z:; B ) (N]z:; 2 )
—1-1=0 fiir N — oo.

Folglich ist limy_co P(z;Y:l X; > 4N) =0



