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Klausur Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen
Aufgabe 1 (10 Punkte).
(a) Es seien A, B,C Ereignisse, also Teilmengen, des Ergebnisraums 2. Driicken Sie die
folgenden Ereignisse mit Hilfe von A, B, C' in Mengenschreibweise aus.
(i) Unter den drei Ereignissen A, B, C tritt nur das Ereignis C ein.
(ii) Es treten genau zwei der drei Ereignisse ein.
(iii) Ds tritt mindestens ein Ereignis ein.
(b) Ein Kartenspiel besteht aus 32 Karten, darunter 4 Buben. Die Karten werden gut
gemischt und dann nacheinander aufgedeckt.
(i) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die dritte aufgedeckte Karte ein Bube
ist? )
(ii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die erste und die sechste aufgedeckte
Karte jeweils ein Bube ist und unter den Karten zwei bis fiinf kein Bube ist?

Aufgabe 2 (10 Punkte). In einer Fabrik werden Kirschen entkernt. Dazu werden zwei
Maschinen verwendet. Jede Roh-Kirsche wird entweder an Maschine A oder an Maschine B
entkernt. Maschine A bearbeitet 80% der Kirschen und entfernt 95% aller Kerne. Maschine
B bearbeitet 20% der Kirschen und entfernt 70% aller Kerne.

Zum Schluss werden die bearbeiteten Kirschen noch kontrolliert. Dabei werden 90% aller
Kirschen, die félschlicherweise den Kern noch enthalten, aussortiert. Allerdings werden auch
10% der Kirschen ohne Kern aussortiert.

Die nicht aussortierten Kirschen werden dann verkauft.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Roh-Kirsche
nach Bearbeitung einen Kern enthélt und verkauft wird.
(b) Ein Kunde kauft eine Packung mit 100 Kirschen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass alle Kirschen der Packung entkernt sind? :
(c) Es werden N verkaufte Kirschen betrachtet. Xy sei die Anzahl der entkernten
Kirschen. Zeigen Sie:
i 2 163
]Jl_rf;oP(}\N > 164N) =0.
Aufgabe 3 (10 Punkte). Es sei (Y;,)nen eine Folge stochastisch unabhéngiger Zufallsvari-
ablen, mit P(Y, = k) = % fuir k=1,2,3,4,5.
Wir betrachten folgendes Spielbrett, das aus vier Feldern besteht.
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Man stellt zu Beginn seine Spielfigur auf das Feld “Start”. Dann zieht man die Figur
im Uhrzeigersinn weiter, zundchst um Y; Felder, dann um Y, Felder, usw., wobei man
unter Umstanden mehrere Umrundungen durchfiihrt. Sobald die Figur jedoch auf dem Feld
“Gewonnen” oder “Verloren” landet, wird sie nicht mehr bewegt.
(a) Modellieren Sie die Position (X, )nen, der Spielfigur als Markoffkette auf einer vierele-
mentigen Zustandsmenge: Geben Sie den Ubergangsgraphen an.
(b) Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix an.
(¢) Bestimmen Sie die Verteilung der zufilligen Position der Spielfigur nach zwei Ziigen.
(d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Spielfigur auf dem Feld “Gewonnen”
landet.
(e) Bestimmen Sie die mittlere Spieldauer (also die Anzahl der Ziige, bis die Figur auf
“Gewonnen” oder “Verloren” landet).

Aufgabe 4 (10 Punkte). Es sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f : R — R gegeben

durch
A2 ol =
sy = o 2e o,
: x & [—2,2]
wobei a € R ein Parameter ist. Weiter sei Y eine Zufallsvariable, gegeben durch ¥ = X2
(a) Wie muss a gewahlt werden, damit f eine Dichte wird?
(b) Bstimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y.
(c) Ermitteln Sie eine Dichte von Y.
(d) Bestimmen Sie P(Y > 1|X < 0).
(e) Bestimmen Sie E(X), V(X) und E(Y).
(f) Sind X und Y stochastisch unabhangig?

Losung Klausur Wahrscheinlichkeitstheorie fiir Elektrotechniker
Losung 1.

(a) Es gibt jeweils mehrere Moglichkeiten, die Ereignisse darzustellen. Hier einige Moglichkeiten:

(i) ANBNC oder C\(AU B).
(i) (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC) oder (ANB)U(ANC)U(BNC)\(ANBNC).
(iiil) AUBUC.
(b) Wir nummerieren die Karten von 1 bis 32 durch, wobei die vier Buben die Nummern
1 bis 4 erhalten sollen.
(i) Die Reihenfolge, in der die Karten aufgedeckt werden, spielt hier keine Rolle.
Daher kann das Problem modelliert werden durch den Wahrscheinlichkeitsraum
Ql = {(k)l,kz,ks) H IC]' € {l, e ,32}, ki 75 kj fir ¢ 7é j}, wobei k; die i-te gezo-
gene Karte beschreibt, mit Gleichverteilung. Es ist [Q;| = 32 .31 - 30. Die
giinstigen Ausgénge sind:

Die ersten beiden Karten sind kein Bube, und die dritte Karte ist ein Bube
oder

die erste Karte ist ein Bube, die zweite Karte nicht, und die dritte Karte ist ein
Bube

oder

die erste Karte ist kein Bube, die zweite und dritte Karte sind ein Bube

oder

die ersten drei Karten sind ein Bube.

Dabher ist die Anzahl der giinstigen Ausgénge
=28-27-4+4-28-3+28:4-3+4-3-2=28-4-30+30-4-3=31-30-4.
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Anzahl aller Ausgiinge = 31-30-4/(32-31-30) = 1/8.
(ii) Diesmal modellieren wir das Problem mit dem Wahrscheinlichkeitsraum
Q= {(k1,... Ke) : kj € {1,...,32}, ki # k; fiir ¢ # j}.
Wieder liegt Gleichverteilung vor. Die Menge der giinstigen Ausgénge ist also
G = {(k1,...,ke) : k1,ks € {1,2,3,4} und ks, ..., ks € {5,..+,32}},
und die Anzahl der giinstigen Ausgéinge ist |G| = 4-28-27-26-25-3. Die Anzahl
aller Ausgénge ist || = 32-31-30-29 2827, und somit ist die gesuchte

Wahrscheinlichkeit
4-28-27-26-25-3 12.26-25 13-5
G|/ = = = .
IGI/I%| 32-31-30-29-28-27 32-31-30-29 31-29-8
Loésung 2.
(a) Wir bestimmen zunéchst die Wahrscheinlichkeit p;, dass die Kirsche nicht entkernt
wird:

pr=0,8-0,05+0,2-0,3=0,04+0,06=0,1.
Daher ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit p, = 0,1 p;y = 0,01.
(b) Die Wahrscheinlichkeit p3, dass eine Kirsche entkernt wird und verkauft wird, ist

ps=0,9-(1—pi) =0,8L.
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine verkaufte Kirsche entkernt ist:

py = P(“Kirsche wird entkernt ”|“Kirsche wird verkauft”)

= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)/P(“Kirsche wird verkauft”)
= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)
/P(“Kirsche wird entkernt und verkauft” oder “Kirsche wird nicht entkernt und verkauft”)
= P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”)
/ |P(“Kirsche wird entkernt und verkauft”) + P(“Kirsche wird nicht entkernt und verkauft”)]
=0,81/[0,81 4 0,01]

81
= g

Dann ist die gesuchte Warscheinlichkeit, dass eine 100er-Packung aus nur entkern-
ten Kirschen besteht, gleich

g o LN R
Dy =Dy = @ p

(c) Es sei Y, die Zufallsvariable mit Y, = 0, falls die n-te Kirsche nicht entkernt ist
und Y, = 1, falls die n-te Kirsche entkernt ist. Dann sind Y3,...,Yy stochastisch
unabhéngig und identisch verteilt, und es gilt Xy = 3°0_, ;. AuBerdem ist E(Y1) =
Pa = %. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen folgt

163 1 163 1 8l 163 8l
PX —— =P(—=XNny — — = P(=XNy — — Sl 2
PXn > g V) = P(GXN — 157 > O = P(GXN = 55> 157 ~ 53
! :
SP('NXN—Z—;'>%—%)—+Oﬁh‘N—>OO.
L )

>0
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Losung 3.
(a) Wir nummerieren die Felder durch: Startfeld = 0, unbeschriftetes Feld = 1, “Gewon-
nen” = 2, “Verloren” = 3. Wir erhalten folgenden Ubergangsgraphen.

1/5 1/?A
/‘—_—\

p 2/5
OIEan©
1/5 2/5,

1/5 1/5
@31 1 @
(b) Die zugehérige Ubergangsmatrix lautet P
1 LAR2l
P=51lo005 0
@ 69 6

(c) Durch Quadrieren der obigen Matrix erhélt man die Ubergangsmatrix vom Zustand
zum Zeitpunkt Null zum Zustand zum Zeitpunkt zwei. Aus ihr bestimmen wir die
Verteilung der Figur nach zwei Ziigen:

3 4 10 8
2.3,13:7F
00 25 0
00 0 25

10 R 1 oo ayeke =(3/25 4/25 10/25 8/25).
( )P = ( )55 (

Also lautet die Verteilung nach zwei Ziigen
P(X, =0) = 3/25, P(X; =1) =4/25, P(X; = 2) = 2/5, P(Xz = 3) = 8/25.
(d) Es sei px die Wahrscheinlichkeit, dass die Markoffkette im Zustand 2, also “Gewon-

nen”, absorbiert wird, wenn das Startfeld & ist (k =0, 1,2,3). Der Rand der Markof-
fkette ist B = {2,3}. Gema$ Skript S.28, 7.10, gilt dann fiir £ = 0,1 :

3
Pe=  PiPrs
j=0

wobei py; die Eintrige der Ubergangsmatrix bezeichne. AuBerdem gilt p; = 1, p3 = 0.
Somit erhalten wir 1 9 1 1 1 9
Po=gPo+ Zp1F £, PL= o Tty
Dieses LGS mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten 16st sich zu
4 9
Po == =1y

Daher ist die gesuchte Gewinnwahrscheinlichkeit = %.
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(e) Essei t; die mittlere Spieldauer, vorausgesetzt, dass die Markoffkette im Feld k startet
(k=0,1,2,3). GemaB Skript S.28, 7.10, gilt fiir k ¢ R :

3
=1+ me'tj
7=0

und fiir k¥ € R natiirlich ¢;, = 0. Daher erhalten wir

1 2 1 1
to =1+ —to+ =t1, ts = 1 + =to + =t1.

5 5 5 5
Die Losung dieses LGS lautet tg = 17—5, t = f—i, sodass die mittlere Spieldauer % Zige
betragt.
Losung 4. 1

& 1 1 6
(a) Es muss gelten: [ f(x)dz = 1. Also / az’dy = [a§m3]32 = a§(8 +8) = Fo= i
—2

Daher a = .

(b) Gema Definition: Fy(y) = P(Y < y). Falls y < 0, dann ist also 0 < Fy(y) <
P(X? < 0) = 0. Falls y > 4, dann gilt 1 > Fy(y) > P(X? < 4) = 1. Falls y € [0,4],
so gilt

"
Fe() = PY <) = POC <) = PUXI S Vi) = [ @)t = [5a712Tg = GV = g
e

Insgesamt also 0 y <0
Bry)={s*: velod]
% y >4,

(c) Da Fy stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, besitzt Y eine Dichte, die
gegeben ist durch g(y) = Fj(y) fiir y dort, wo Fy stetig differenzierbar (an den
sonstigen Stellen setze g(y) beliebig fest). Somit erhalt man als eine Dichte

A
Sy7: ye(0,4)
a(y) = {“’ :
0: y & 10,4]
(d) Es gilt

PY>1X<0)=PX?*>1,X <0)/P(X <0)=P(X <-1)/P(X <0).
Wir bestimmen Zihler und Nenner: P(X < —1) = af__; dde=2-3-8—-1)=%&

und P(X <0) =a [’ 2%dz = & - L - (8 — 0) = &, und somit

3

&l

PY 21X <0)=

00|~y

(e) Es gilt
2
E(X) = / zf(z)dz = a./ 2%z =0,
R —2
da der Integrand gerade ist. Ferner gilt

wm=Ew%—wwW=Ew%=4

2
3 1 1:2
2 f(x)de = /';“d-,=_._.2. D S
2’ f(z)dx = a 72‘1 2 =153 3 E

Schlieflich haben wir E(Y)=E(X% =

5
(f)Bsgilt PY>1,X>1)=PX>loder X<-1,X>1)=P(X2>1)= l6’

1
and  P(¥ 2 1)P(X 21)=P(X > 1 oder X < —1)P(X > 1) = % - %

Diese beiden Werte sind verschieden, damit sind X und Y nach Definition nicht
stochastisch unabhéingig.



