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‘Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen
Aufgabe 1 (3+4+3=10 Punkte)
Gegeben sei eine Urne mit 4 roten, 4 schwarzen und 4 weiien Kugeln. Der Urne werden nacheinander
drei Kugeln entnommen, in jedem Zug jeweils genau eine Kugel.
Betrachten Sie die folgenden Ereignisse:
A; = {keine der drei gezogenen Kugeln ist rot}
Ay = {alle drei gezogenen Kugeln sind rot}
Az = {mindestens eine der drei gezogenen Kugeln ist nicht rot}
A, = {genau eine der drei gezogenen Kugeln ist schwarz}
B = {die erste gezogene Kugel ist rot}
C = {die zweite gezogene Kugel ist weif3}
a) Bestimmen Sie P(A4;), P(Az) und P(A3) fiir den Fall, dass die Kugel nach jedem Zug wieder
zuriick in die Urne gelegt werden.
b) Bestimmen Sie P(A;), P(A;) und P(A) fiir den Fall, dass die Ziechungen ohne Zuriicklegen
der Kugeln erfolgen. )
c) Die Zichungen werden ohne Zuriicklegen der Kugeln durchgefiihrt. Zeigen oder widerlegen
Sie, dass die Ereignisse B und C stochastisch unabhéngig sind.
Aufgabe 2 (743=10 Punkte)

a) Die homogene Markoffkette (Xp)nen, auf der Zustandsmenge {1,2,3,4} besitze den Uber-
gangsgraphen
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mit zwei Konstanten a,b € R.
(i) Ermitteln Sie a und b.
(ii) Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix an.
(iii) Berechnen Sie die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(X2=1|Xo=2),
P(X3=3, X3 =2|Xp=1),
P(X5=4|Xy=2).
(iv) Der Anfangszustand der Markoffkette sei Xp = 1. Bestimmen Sie die mittlere Dauer bis
zur Absorption im Rand.

b) Betrachten Sie das folgende Zufallsexperiment:
Zu jedem Zeitpunkt n € N wird ein Wiirfel geworfen, der auf drei Seiten mit der Ziffer 1, auf
zwei Seiten mit der Ziffer 2 und auf einer Seite mit der Ziffer 4 beschriftet ist. Das Experiment
endet, sobald zum ersten Mal die Ziffernfolge 24 auftritt.
Geben Sie zur Modellierung dieses Zufallsexperiments durch eine Markoffkette (X, )nen eine
Zustandsmenge mit weniger als neun Zustéinden, den zugehérigen Ubergangsgraphen und die
Ubergangsmatrix an.
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Aufgabe 3 (3+2+2+3=10 Punkte)
Die stetige Zufallsvariable X habe mit einem geeigneten ¢ € R die Dichte
cle| firze[-1,1
f(z):{" LI o
0 sonst
a) Bestimmen Sie ¢ und geben Sie die Verteilungsfunktion Fx von X an.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) und die Varianz D?(X) von X.
c) Berechnen Sie P(|X| > Tlﬁ)
d) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte von /| X|.
Aufgabe 4 (7+3=10 Punkte)

a) Ein Unternehmen stellt Kugelschreiber her, die jeweils aus einer Schreibmine, einer Metallfe-
der und einer Kunststofthiille bestehen. Das Gewicht einer Schreibmine hat den Erwartungs-
wert 2,5 und die Varianz 0,14, das Gewicht der Metallfedern den Erwartungswert 0,5 und die
Varianz 0,1, das Gewicht der Kunststoffhiillen den Erwartungswert 10,0 und die Varianz 0,4.
Alle drei Gewichte sind voneinander stochastisch unabhiingig und normalverteilt.

(i) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers zwischen
12,0 und 13,07

(ii) Mit welcher Wahrscheinlichkeit iiberschreitet eine Packung mit 25 solcher Kugelschreiber
das Gesamtgewicht von 3307

b) Ein fairer Wiirfel werde N-mal in unabhéngiger Folge geworfen, wobei V € N. Die Zufallsva-
riable X bezeichne die im j-ten Wurf erzielte Augenzahl (j = 1,..., N). Bestimmen Sie

N
i P(3 ).

Hinweis: Fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung gilt:
©(0.125) ~ 0.5497, @(0.5) =~ 0.6915, @(0.8) ~ 0.7881, ®(0.9) ~0.8159, @(1.25) =~ 0.8944.

‘Wahrscheinlichkeitstheorie
fiir die Fachrichtung Elektroingenieurwesen

Losungsvorschlige

Aufgabe 1
Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der gezogenen roten Kugeln, Y die Anzahl der gezogenen
schwarzen Kugeln.
a) Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste gezogene Kugel rot ist, ist gleich 15 = 3. Da die
Ziehungen mit Zuriicklegen der Kugeln erfolgen, ist die Zufallsvariable X binomialverteilt
mit Parametern p = 1 und N = 3. Folglich gilt

P(A) = P(X =0) = (3) (%)0 (%)3 i _287’
s -0 () 0) ('3

)
P(Ag)*l—P(Az):142—,'7~2—74
b) Da die Zichungen nun ohne Zuriicklegen der Kugeln erfolgen, ist X in diesem Fall hypergeo-
metrisch verteilt mit Parametern n = 3 (Anzahl der Ziehungen), N = 12 (Anzahl der Kugeln
insgesamt) und M = 4 (Anzahl der roten Kugeln). Somit ist
oG _8 7 6 _1d

() BOW 5

P(A)=P(X=3)= 35 = = . = = >

|

P(A))=P(X=0)=
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Die Zufallsvariable Y ist ebenfalls hypergeometrisch verteilt mit denselben Parametern wie
X. Hier gilt also

4y (8

(1)) _28

P 5

P(4s) = P(Y =1) =
c) Die Ereignisse B und C sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn gilt:
P(B)-P(C)=P(BnNCO).

Bei dem in der Aufgabenstellung beschriebenen Zufallsexperiment handelt es sich um ein
mehrstufiges Experiment, das sich auch als Baumdiagramm darstellen ldsst. Es soll w, r, s
und —w bedeuten, dass eine weifle, rote, schwarze bzw. nicht weifle Kugel gezogen wurde.

o

13 8/11 @

—1/3——) 4/11 @

e

1/3 411 @
®

G

Hieraus lassen sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten ablesen. Die Wahrscheinlichkeiten auf
den einzelnen Pfaden werden dabei multipliziert. Man erhélt

P(B) =3
1 3 1 4 1 4 1
RO mtsimta s
!
BBy i

Da P(BNC) = % # 33 = P(B) - P(C) ist, sind die beiden Ereignisse B und C nicht
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 2

a) (i) Da die Zeilensummen der Ubergangsmatrix P gerade 1 ergeben miissen, muss a = %

und a +b= % und somit b = %- gelten.

(ii) Die zum gegebenen Ubergangsgraphen gehorige Ubergangsmatrix P lautet

1/3 2/3 0 0

1/2 0 1/4 1/4

2/3 0 0 1/3

0 0 0 1

P=

(iii) Anhand des Ubergangsgraphen erkennt man

11 12 1
P(X2:1]X0=2)=§.§+Z_§:§
121 1
P(X3=3X=2Xo=D=5"3 715
121 11 1 5
Pl =d|Ka=F =g 5'z+5 5ltg =0
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iv) Es bezeichne m; die mittlere Dauer, um vom Zustand ¢ aus bis zur Absorption im Rand
R = {4} zu gelangen (i = 1,2,3,4). Fiir jeden inneren Zustand ¢ = 1,2, 3 gilt dann
4
m; =1+ Zpi;‘ mj,
=1
wobei pjj 1= P(Xnp1 = j| Xn = 1) die Ubergangswahrscheinlichkeiten von (Xp)newng
bezeichnen. In der vorliegenden Situation gilt

1 2 3
my=1+pumi+peme+pismg=1+zm+ome m1:-2*+mz 1)

3 3

1 1
m2=1+p21m1+p22mz+p23m3=1+§m1+Zm3 2

2
m3 =1+ pgmi +ppme +psymg =1+ zm (3)
my = 0.

Da der Anfangszustand 1 ist, muss m bestimmt werden.

Setzt man die Gleichung (3) in (2) ein, so erhélt man mg = % + %ml. Setzt man dieses
wiederum in Gleichung (1) ein, so folgt m; = 373. Die mittlere Absorptionsdauer betrégt
also etwa acht Zeitschritte.

b) Fiir n € N bezeichne die Zufallsvariable X, die im n — 1-ten und n-ten Wurf geworfene

Ziffernfolge aus der Menge {11, 12,14, 21,22, 24,41,42, 44}. Mit * werde der Startzustand Xo
bezeichnet. Verwendet man die Zuordnung

Ziffernfolge | * | 11 [ 12 | 14 [ 21 | 22 | 24 | 41 | 42 | 44

Zustand 0 1 2 1 1 2 3 1 2 1

so liisst sich das Zufallsexperiment als Markoffkette (X, )nen, mit der Zustandsmenge {0, 1,2, 3}
modellieren. Hierbei gelten also die Entsprechungen

0 = “Startzustand”,

1 = Yetzte gewiirfelte Ziffer ist 1 oder 4",
2 = “letzte gewiirfelte Ziffer ist 27,

3 = “Auftreten der Ziffernfolge 24”.

Da der Folgezustand nur vom gegenwiirtigen Zustand (d.h. der aktuellen Ziffernfolge) und
nicht von der Vorgeschichte (d.h. auf welche Weise die Ziffernfolge zustande kam) abhéingt,
handelt es sich um eine Markoffkette.

. Die zugehorige Ubergangsmatrix ist

0 2/3 1/3 0

0 2/3 1/3 0

0 1/2.1/3 1/6 |’

0 0 0 1

und der zugehorige Ubergangsgraph sieht wie folgt aus:

P=
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Aufgabe 3

a)

b)

c)

d)

Damit f die Dichte einer Zufallsvariablen ist, muss gelten:

00 0 1
1&/7mf(z)dz=c/_l(—z)dz+c‘/0 xdz:c(%+%> =6

Dics ist genau fiir ¢ = 1 der Fall.
Die Verteilungsfunktion Fx von X berechnet sich folgendermafen: Fiir z < —1 ist Fx(z) =
P(X < z) =0 und fiir £ > 1 ist Fx(z) = P(X <) =1 Ist z € [~1,0), so gilt

Fx(z) = [1 Fl@)de = /,1('“) s = %(1 —a?),
und ist z € [0,1), so gilt

T 0 T
Fx(z)=[1f(z)dw:[1(—z)dx+/] zdw:%(1+xz).

0 < =k
l1-2?) ,ze[-1,0)
Also ist Fx(z) = 2 ’ ; z € R).
e 10422 ,zel0,1) e k)
1 w2 0

Da die Funktion z — z |z| ungerade ist, gilt fiir den Erwartungswert von X

Mm=[}ﬂmazﬁzmmza

1 1

1

Ferner ist B(X?) = / 22 f(z)dz = 2/ Pde = 3
J-1 0

und somit D?(X) = E(X?) — (B(X))? = 3.
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit lisst sich mit Hilfe der Verteilungsfunktion berechnen. Es ist
1 1 1 1 i
— | =1- —— < <—|=1- — | = -
p(> ) =1-r (g xs55) =2 (o () - ()
1 1 1 99
-*—5@+mﬂ—“*mﬂ-ma
Wir setzen Y := /| X]. Ist ¢ < 0, so ist Fy(z) = P(Y < z) = P(y/|X|<2) =0. Firz >0
gilt
. Fy(a) = P(Y <a) = P(\/IX] < 2) = P(X| < ?)
= P(—2? < X < a?) = Fx(a?) — Fx(—a?).
Hieraus folgt fiir z € [0,1)

Fy(0) = Fx(s) - Fx(~a?) = (1 +3*) - 5(1 - 2) = a*

und fiir z > 1 Fy(z) = Fx(2?) — Fx(~a?)=1-0=1.
0 ,z<0
Insgesamt ergibt sich Fy(z)=<z* ,z€0,1) (z €R).
' 1 ,z>1

Die Funktion Fy ist auf R\ {0,1} stetig differenzierbar mit

0, x € (—00,0) U (1,00)
428, =z € (0,1).

ww={
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Setzt man fy(z) := Fy(z) fir € R\ {0,1} und fy(0) := fy(1) := 0, so ist nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fy eine Dichte von Y, d.h. es gilt fiir alle
zeR

Fr@)= [ frwdu

Aufgabe 4

a) (i) Die Zufallsvariablen Yg, Yas, Yi sollen das Gewicht einer Schreibmine, einer Metallfeder
und einer Kunststoffhiille angeben. Nach Aufgabenstellung sind diese Zufallsvariablen
normalverteilt mit

Ys~ N(2.5,0.14), Yy ~ N(0.5,0.1),  Yx ~ N(10.0,0.4).
Das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers werde durch die Zufallsvariable X beschrie-
ben, es ergibt sich als Summe der drei Einzelgewichte. Da Ys, Yas, Yx voneinander
stochastisch unabhingig sind, ist auch X = Yg + Y + Yi wieder normalverteilt mit
p:=E(X) = E(Ys) + E(Yar) + E(Yx) = 2.5+ 0.5+ 10.0 = 13.0,
o? .= D*(X) = D*(Ys) + D%(Yar) + D*(Yi) = 0.14 + 0.1 4+ 0.4 = 0.64.

D.h. die Zufallsvariable X—;“i ist N (0, 1)-verteilt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit berech-
net sich somit durch

P(12.05Xg13.0)=P(12_“sX_”S 13_”)
a ag ag

12-13 X -—p _13-13 X—p

= (4 < = —1.25 < <
P( 08 150 wme O s 2 08 ) P( Lo a _0)

= ®(0) — ®(—1.25) = &(0) — (1 — P(1.25))

~ 0.5 — (1 — 0.8944) = 0.3944.

(ii) Bezeichnet fiir j € N die Zufallsvariable X; das Gesamtgewicht eines Kugelschreibers,
so ergibt sich das Gewicht einer Packung mit 25 solcher Kugelschreiber als

25
S=NVX.
J=1

Aufgrund der stochastischen Unabhéingigkeit der Zufallsvariablen (X;); ist auch S wieder
normalverteilt. Mit Hilfe von (i) ergibt sich

25
ps == E(S) = B(X;)=25-13 = 325,
=1

25
0% :=D*8) =) D*(X;)=25-0.64=16.
=1
Die Zufallsvariable s—;éi‘i ist also N (0, 1) verteilt und es gilt

— 32 —325 S —32
P(S>330)=P<S 435>33043 ):P( 435>1.25)

=1-®(1.25) ~ 1 —0.8944 = 0.1056.

b) Die Zufallsvariablen Xi, X, ..., Xy sind stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit
E(X;) =35 fiir j =1,2,...,N. Nach dem Chintschinschen Gesetz der grofien Zahlen gilt

N 1 N
OSP(ZX]- 24N) =P(NZXJ- 24)
=1

L .
J i & 1
=1-P(=>X;-35<05)<1-P \—— X»—3.5’<0.5
(N]_z:; B ) (N]z:; 2 )
—1-1=0 fiir N — oo.

Folglich ist limy_co P(z;Y:l X; > 4N) =0



