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Schriftliche Priifung im Grundlagenfach
MNrscheinlichkeitstheorie

Aufgabe 1

In Threr Speisekammer befindet sich ein sogenannter Frankischer Mischkasten. Dabei handelt es
sich um einen Kasten erlesener Biere von unterschiedlichen frénkischen Brauereien. Der Kasten
enthalte insgesamt 20 verschiedene Biere: von fiinf Brauereien jeweils ein Pils, ein Helles, ein
Lager und ein Schwarzbier.

Die Biere sind in gleichen Flaschen abgefiillt und zuféllig im Kasten angeordnet. Ihre Speise-
kammer ist nur sehr spérlich beleuchtet, so dass Sie sich fiir ihre abendliche Verkéstigung fragen,
wie grofl wohl die Wahrscheinlichkeit ist,

a) dass, bei 4 aus dem vollen Kasten zufillig gezogenen Bieren, mindestens drei von der selben
Brauerei stammen?

b) mit einem Griff drei verschiedene Sorten aus dem vollen Kasten zu holen?

c) die vier Sorten jeder Brauerei zufillig in jeweils einer Reihe im Kasten stehen?

Aufgabe 2

An einer Bahnstation steigen drei Personen in einen aus sechs Wagen bestehenden Zug ein. Jede
Person wihlt den Wagen zufiillig und unabhéngig aus.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die drei Personen in verschiedene Wagen
einsteigen.

Der Zug ist verspitet. Eine der eingestiegenen Personen iiberlegt sich, ob ihr Anschlusszug wohl
noch zu erreichen ist. Laut Reiseplan sind fiinf Minuten Zeit umzusteigen. Fiir den Weg zum
nichsten Bahnsteig wird eine Minute benétigt. Die zufillige Verspétung in Minuten, mit der der
Zug den Bahnhof verlisst, folge einer Exponentialverteilung mit dem Parameter A\; = 0,3 I/min.
Die Verspétung veréndert sich auf der Fahrt nicht.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht die Person ihren Anschlusszug, wenn dieser piinkt-
lich abféhrt?

Aufgabe 3

Ein Passagier-Flugzeug von Typ Airbus A380 der Lufthansa hat 420 Sitzplétze in der Economy-
Klasse. Obwohl nie mehr Passagiere mitgenommen werden kénnen als Sitzplétze verfiigbar sind,
werden {iblicherweise zu viele Tickets ausgegeben.

Eine solche Uberbuchung eines Fluges wird im Folgenden durch das Verhéltnis der zu viel
ausgegeben Tickets zu tatsichlich vorhanden Sitzplidtzen beschrieben. Es wird angenommen,
dass Reisende mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 zu ihrem Flug erscheinen.

a) Geben Sie die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable ,, Anzahl erscheinender Passagiere in
der Economy-Klasse“ in Abhéngigkeit der Uberbuchung u an. Es wird angenommen, dass
das Verhalten der Passagiere voneinander unabhiingig ist.

b) Durch welche Verteilung kann die Funktion aus a) angenéhert werden, so dass eine Be-
rechnung der folgenden Teilaufgabe moglich ist? Geben die Parameter dieser Verteilung
an. Hinweis: Satz von Moivre-Laplace.

¢) Fiir einen bestimmten Flug wird mit einer Uberbuchung von 7,69% gearbeitet. Wie viele
Tickets wurden ausgegeben? Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten alle erscheinenden
Passagiere einen Platz?

Aufgabe 4
X ist eine Zufallsvariable, die nur positive Werte annimmt. Sie besitzt den Erwartungswert
E(X) mit |E(X)| < oo.

a) Zeigen sie, dass mit jedem A > 1 die Markoffsche Ungleichung

1
P(X>)E(XNS3 g,
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b) Warum ist die Markoffsche Ungleichung fiir 0 < A < 1 sowieso erfiillt?

Aufgabe 5
Gegeben ist die Funktion

(o) = {k(z —2)(b—2z), fir2<az<b
0, sonst

mit den Konstanten & € R,k >0 und b € R, b > 2.

a) Skizzieren Sie qualitativ den Graphen der Funktionen und begriinden Sie damit, dass
fx(z) bei geeigneter Wahl von k eine Dichtefunktion darstellt. Bestimmen Sie k fiir den
Fall b =4.
Ermitteln Sie fiir b =4
b) die Verteilungsfunktion Fx(z),
¢) die bedingte Wahrscheinlichkeit P(3 < X < 5|X > 2.5)
d) sowie den Erwartungswert E(X). Fiir welches b ergibt sich E(X) = 47
Aufgabe 6

Es wird ein diskreter, stochastischer Prozess betrachtet, der drei verschiedene Zustéinde zyklisch
durchléuft. Angefangen im ersten Zustand erfolgt der Ubergang in den jeweils néchsten mit
einer Wahrscheinlichkeit von 50%, 70% bezichungsweise 60%. Der Zyklus wird nur in einer
Richtung durchlaufen. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind zeitinvariant und héngen nur
vom momentanen Zustand ab.

a) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen und geben Sie die Ubergangsmatrix P an.

b) Im n-ten Zeitschritt gilt fiir die Zustandsverteilung pL = (0,7; 0,1; 0,2). Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Prozess sich zwei Schritte spéter nicht im zweiten
Zustand befindet?

Losung
Aufgabe 1

a)  Die Zufallsvariable X ,, Anzahl Biere von einer bestimmten Brauerei® ist hypergeome-
trisch verteilt; fiir die Parameter gilt N =20, M =4 und n = 4.

() (k)

P(X=k) = ¥
k)
Zu berechnen ist

P(X >3) = P(X = 3) + P(X = 4) = 0,0134.

Da es aber egal ist, von welcher Brauerei die Biere sind, gilt fiir die gesuchte Wahr-
scheinlichkeit

P, =5 P(X > 3) =0,0671.

b) pb:4._®_(im_20.5.2=0’4389

@) 20 19 18
) Alle Biere einer Brauerei werden als gleich angesehen. Im Kasten sind also 5 verschie-
¢ :
dene Flaschen, jede vier mal. Damit gibt es Hg‘é’4‘4'4'4)| Méglichkeiten die Flaschen in

der Kiste anzuordnen.
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Es ist egal in welcher Reihe die Biere einer Brauerei stehen; daher gibt es 5! Moglich-
keiten die Biere den Reihen zuzuordnen.
5!

(4,4,4,4,4) ’

= =3,9275- 10710
‘HZO

Pe

Aufgabe 2
) ¢ R Personen konnen auf n” Arten zufillig in n Wagen einsteigen. Es gilt also fiir die
Gesamtzahl der Elementarereignisse: n".
b)  Nunseir < nund A das Ereignis, dass 7 Personen in verschiedene Wagen einsteigen.
Dann hat die erste Person n, dic zweite (n —1), ... und die 7-te (n —r + 1) Wagen zur
Auswahl. Es folgt:

nn—1)n—-2)---(n—r+1)
n"'

P(4) =

Fiir » = 3 und n = 6 heifit das
6-5-4 5
P(A) = 2= =2 ~ 0,556
(4) 5 5
Zufallsvariable V; ,, Verspitung des ersten Zuges in Minuten®
Fy, (Ul) =1—¢Mu
P(Vi+1<5) = Fy,(4) =0,6988

Aufgabe 3

a)  Bei einer Uberbuchung von u werden N = |uSecon| Tickets mit Secon = 420 aus-

gegeben. Damit liegt ein Bernoullisches Versuchsschema mit den Parametern N und

p = 0,9 vor. Fiir die Verteilungsfunktion gilt

Fx(e) = 3 ()< - K.

K<z

b Durch eine Normalverteilung Fx(z) ~ N (i, 0?) mit den Parametern g = pN und
) g =pa-pN.

c) u=0,0769 = N = 452
Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit gilt:

0,5+Secon — pIV

P(X = Sm:on) =@ (
p(1—p)N

) = &(2,15) = 98,41%

Aufgabe 4
a) Es gilt

oo
m=E(X)= /zf(x)dz.
0
Daraus folgt

m> [ zf(z)dz > [ dmf(z)dz > Im [ f(z)dz
LT .

= dm(1 — F(Am)) = dm(l — P(X < Am)) = dAmP(X > Am)
& P(X > E(X)) < %
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b) Fiir 0 < A < 1 ist 1/XA > 1 und damit ist die Ungleichung trivialerweise erfillt.

Aufgabe 5
a) fx ()
| 2/_\’) .

Es gilt Vz : fx(z) > 0, da in (2,b] bei die Faktoren (z — 2) und (b — ) stets positiv
sind. In diesem Intervall stellt hat die Funktion den Verlauf einer nach unten gedffneten
Parabel dar und schlieit mit der 2-Achse eine endliche, nicht-verschwindende Fliche
ein. Diese kann mit dem Parameter k auf eins normiert werden, womit fx(z) eine
Dichtefunktion darstellt.

Fiir b = 4 folgt:
oo 4 { 1 3
/fx(x)dz=k/*wz+6:c—8dz:k b3t -8z 21=k=2
e J £ 2 4
b) : T 0, fiirz <2
Fx(z)=/fx(y)dy: —1a® + §a?—6z+5, fir2<z<4
o0 1, fiirx >4
P(3< X <5) Fx(5)— Fx(3)
c) < 5|X = = = 0,5926
PE<Xx <8l >?’5) PX>25) . 1-Fx(25) 0,926
o0 4 4
d) 3 2 3[.1 4 3
E(X)= [ zfx(z)dz =k [ —z° + 62 -ES;lcdac:l-L s +22° —dz| =3
2
5 9

Die Dichtefunktion ist fiir alle b symmetrisch um zg = 1 + b/2. Der Erwartungswert
fillt mit der Symmetrieachse zusammen und es ergibt sich fiir b =6 zu E(X) = 4

Aufgabe 6
) 0,3
Ubergangsgraph:

0,5 0,7

0,4
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit sei P,. Es gilt:
b =
) Pho =5t - P? = (0,3250; 0,3490; 0,3260)
P, = 0,3250 40,3260 = 0,6510
Alternativ direkt aus dem Uberganggraphen:

Py =1— (puip1z + P12P22)0,7 + (p22p22)0,1 + (p31p12)0,2 = 0,6510




