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Musterlosung

Hinweise zur Priifung

Die Priifungsdauer betrigt zwei Stunden. Es sind die nachstehend genannten sechs gleichge-
wichteten Aufgaben zu bearbeiten. Benutzen Sie nur die vorgedruckten Blétter, bearbeiten Sie
die Aufgaben auf getrennten Blédttern und geben Sie auf jedem Blatt die Nummer der Aufgabe
sowie Thre Matrikelnummer deutlich an. Verwenden Sie bitte bei der Bearbeitung keine rote
Farbe und vermeiden Sie, das vorgedruckte Doppelblatt zu beschriften. Beachten Sie besonders:
Aus Threr Ausarbeitung miissen der Lésungsweg und die giiltige Losung eindeutig
erkennbar sein, da sonst das Ergebnis nicht gewertet werden kann. Schreiben Sie leserlich.
Schalten Sie IThr Handy fiir die Dauer der Priifung aus.

Hilfsmittel
Mit Ausnahme von programmierbaren Rechnern sind alle Hilfsmittel erlaubt.

Abzugeben

Es sind nur Ihre sortiert in das Doppelblatt eingelegten Ausarbeitungen abzugeben.

Nicht abzugeben
Das Aufgabenblatt sowie Ihr Konzeptpapier sind nicht abzugeben.

Ergebnis
Das Ergebnis Threr Priifung erfahren Sie ab dem 17.10.2013 durch Aushang im Schaukasten
des Instituts (Geb. 30.34, Lichttechnisches Institut, EG).

Klausureinsicht
Die Klausureinsicht ist am 24.10.2013 von 15:00 - 17:00 Uhr im Seminarraum des Instituts
(Geb. 05.01, Kreuzstr. 11, 3. OG).
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Aufgabe 1

Betrachtet wird ein Wiirfelspiel, bei dem ein Tetraeder, ein Hexaeder und ein Oktaeder gleich-
zeitig geworfen werden. Die Wiirfel sind symmetrisch und ihre Seiten mit Eins beginnend num-
meriert.

a) Geben Sie den Ergebnisraum  an.

b) Berechnen die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse A = {alle drei Polyeder zeigen die gleiche
Zahl} und B = {genau zwei der Polyeder zeigen eine Vier}.

c¢) Fiir den Einsatz von 60 Cent darf ein Spieler die drei Polyeder einmal werfen. Die Anzahl
der gewdiirfelten Einsen erhélt er in Euro ausbezahlt. Welchen Gewinn kann der Anbieter
des Wiirfelspiels bei 100 Wiirfen erwarten?

d) Die Augensumme ist die Summe der drei gewiirfelten Zahlen. Jemand behauptet, dass die
Augensumme 6 hiufiger auftritt als die Augensumme 15. Uberpriifen Sie diese Behauptung.

a) Ergebnisse als Tupel der drei Augenzahlen:
0= {(t,h, o) t€{1,2,3,4},h e {1,2,...6},0¢ {1,2, ...,8}}

b) Ereignis A:

Da der Tetraeder nur Zahlen bis Vier tragt, spielen grofiere Augenzahlen keine Rolle.
Es sei A; = {alle drei Polyeder zeigen die Zahl i} mit i € {1,2,3,4}:

1 1 1 1 1
Ereignis B:
11 7 151 311 5
P(B)=--=-.— B Ep = — =17.281
B =16s8t1 68 1638 o

¢) Die Augenzahlen der Wiirfel werden durch die Zufallsvariablen T, H und O beschrie-
ben. Diese sind voneinander unabhéngig. Die Beitridge der einzelnen Wiirfel zum Aus-
zahlungsbetrag R kénnen daher addiert werden:
1
R=P(T=1)-1€+P(H=1)-1€+ P(O=1)-1€ = 2—2 - 1€ = 0,54167€
Fiir den Anbieter ergibt sich ein mittlerer Gewinn von 0,05833€ pro Spiel und damit
5,83€ fiir 100 Spiele.

d) Die Augensumme 6 kann nur aus Permutation der Ereignisse (1,2,3), (1,1,4) und
(2,2,2) gebildet werden. Davon gibt es 6 bzw. 3 bzw. 1 verschiedene, also insgesamt
10 gleichwahrscheinliche Ereignisse.

Zur Bildung der Augensumme 15 miissen fiir ¢ = 1 die anderen beiden Wiirfen die
jeweils maximale Augenzahl zeigen, also (1,6,8), vom dem es nur eine giiltige Permu-
tation gibt. Fiir ¢ = 2 ergeben sich mit (2,5,8) und (2,6,7) zwei giiltige Ereignisse.
Analog dazu ergeben es fiir t = 3 drei und fiir ¢ = 4 vier giiltige Ereignisse. Insge-
samt kann die Augenzahl 15 durch 142+ 3+ 4 = 10 gleichwahrscheinliche Ereignisse
gebildet werden.

Die Augensummen 6 und 15 treten gleich haufig auf. Die Behauptung ist falsch.
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Aufgabe 2

Eine Population gelber Zeichentrickfiguren, die Minions, werde nach den Merkmalen Korpergrofe
und Augenanzahl unterschieden: 80% haben zwei Augen, die anderen nur eins. Von den zwei-
augigen werden 20% als grofl angesehen, 70% als mittelgrof und der Rest als klein. Von den
eindugigen Minions sind nur 5% grof, 60% mittelgroft und der Rest klein.

a) Berechnen Sie den Anteil der jeweiligen Koérpergrofen an der gesamten Minion-Population.

b) Fiir eine besondere Aufgabe wird eines der Minions zuféllig ausgewéhlt. Die kleinen Minions
sind fir die Aufgabe ungeeignet und werden vorher von der Auswahl ausgeschlossen. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist das ausgewéhlte Minion eindugig?

c) Erkliaren die Aussage ,Disjunkte Ereignisse sind im hochsten Mafse abhingig® am Beispiel
der Merkmale eines zufédlligen Minions.

d) Die Augenanzahl-Verteilung in der Minion-Population soll iiberpriift werden. Dazu werden
die Augenanzahlen von 500 zufillig ausgewéhlten Minions ausgewertet. Der Test gilt als
gescheitert, wenn die beobachteten Haufigkeiten um mehr als 20 von den erwarteten ab-
weichen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit scheitert der Test, obwohl die Verteilung richtig
ist?

Hinweis: Sie benotigen eine Naherung auf Basis der Gauk-Verteilung (Begriindung!).

a) Ereignisse: G = grofses Minion, M = mittelgroftes Minion, K = kleines Minion und
A; = Minion mit ¢ = 1,2 Augen.

b) Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

_ P(K|A))P(4;) 0,65-02
P(A1|K) = <|P([>?>( =g = 15:3%

¢) Die disjunkten Ereignisse A; und Ay haben beide eine nicht-verschwindende Wahrschein-
lichkeit. Bei Unabhéngigkeit miisste P(A1]|A2) = P(A;) gelten. Da aber das Auftreten
von As das Ergebnis A; = Ag ausschlieft, gilt hier P(A;]|A3) = P(A14s)/P(A3) = 0.
Die beiden Ereignisse sind voneinander abhéngig. Dies gilt auch fiir Ereignisdisjunk-
tionen mit mehr als zwei Elementen.

d) Die binomialverteilte ZV X mit den Parametern p = P(A4;) = 0,2 und N = 500
beschreibe die beobachtete absolute Héufigkeit der Minions mit einem Auge unter der
Annahme, dass die Verteilung richtig ist. Als Naherung wird hier, geméf dem Satz
von de Moivre-Laplace, eine normalverteilte ZV Xx ~ N (pN, Np(1 — p)) verwendet.
Wegen Np(1 —p) =80,0 > 9 ist diese giiltig. Damit folgt:

P,=1—P(pN —5< X <pN +5)

=2-2-9(2,24) = 2,53%

)
“ 2 <pN<1_p>>

Wird die Anzahl der zweidugigen Minions betrachtet ergibt sich dasselbe Ergebnis.
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Aufgabe 3
Gegeben sind die zweidimensionale Zufallsvariable X = (X; X5)7 mit der Dichte f ¢(Z) und die

Gerade h:
a T — . -
f)z(f):{ sin(k'7) firyred h:f=<0>+t-<w/a)

0 sonst

Das Gebiet G wird durch die Koordinatenachsen und h begrenzt. k = (o 1)7 mit a > 0.

a) Skizzieren Sie G' und berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'g(¥) fiir ¥ € G.

b) Zeigen Sie, dass die Komponenten von X nicht unabhéngig sind.

c) Berechnen Sie fiir fiir a = 1 die Wahrscheinlichkeit P(Xs < X1).

a) Das Gebiet G liegt im ersten Quadranten der durch x; und x5 aufgespannten Ebene.
h: v1=tr/a N xo=7 —tnr = x2 =7 —axy

Z2

z1

Fiir die Fg(7) = F

'¢ (71, z2) ergibt sich fiir 7 € G:

T1 T2

Fg(xy,29) = //% sin(auy + ug) dugduy

- %/ [— cos(oui + u2) ]m duy

u2=0

ﬂl@

/cos auy) — cos(auy + xo) dug

1

u1=0

0
[sm auy) — sin(ou; + x2) }

S

sin(axy) + sin(zz) — sin(ax; + 322)]
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b) Fiir Unabhéngigkeit miisste f¢(z1,72) = fx; (71) fx,(72) gelten:

T—Qx]

o . o T—QXx]
fx,(x1) == / sin(axy + x2) dog = — [ — cos(axy + x2)
s ™ x2=0
0
a .
= — [cos(awl) + 1} fir z; € [0,7/a]
™
a . 1 Tz
fx,(x2) = — sin(ax; + z2) dzg = — [ — cos(axy + x2) ]
™ T xr1=0
0

1 .
= [cos(xz) + 1} fir x5 € [0, 7]

wegen fx, (0)fx,(0) =4ar™? # f¢(0,0) =0 sind X; und X5 nicht unabhéngig.

¢) Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeit muss die Dichte iiber das Gebiet G, C G
integriert werden. G, wird durch h.: x5 = x1 nach oben begrenzt.

Z2

€1
T
2
Fir o« = 1 sind x1 und zo in fX(ajl,xg) vertauschbar, dass heifst die Funktion ist

um die erste Winkelhalbierende symmetrisch. Damit fillt genau die Hélfte der Wahr-
scheinlichkeitsmasse in G.. P(X3 < X7) = 0,5.

Alternativ kann die Losung tiber folgendes Integral bestimmt werden:

7r/2 x1 m™ T—X1
P(Xz < Xl) = / /f)?($17$2)|a1 dl‘gdl‘l + / / f)?(xl,xQ)}a:l dJ}QdJ}l
0 0 w/2 0
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Aufgabe 4

Fiir die Weite w eines waagerechten Wurfs mit der Geschwindigkeit v > 0 von einer Héhe A > 0
gilt w = y(h) = \/2hv?/g > 0, wobei g eine Konstante ist.

a) Die Hohe H sei zuféllig und gleichverteilt im Intervall [2; 8). Berechnen Sie die resultierende
Dichte der Wurfweite fy(w).
b) Berechnen Sie die mittlere Wurfweite und die Varianz von W.

¢) Zeigen Sie durch direkte Berechnung, dass E(W) = E(y(H)) = [ ~(h)fz(h)dh und
E(W) #~(E(H)) gelten und geben Sie fiir beide Aussagen eine Erklarung an.

a) Esgilt W =~(H) = 1/%]—[ mit der reellen Wurzel hy = 55 w?:
fu(h1) (gw ) o v
() = L)) = 6z I e = g
Aus der gegebenen Dichte
L fir2<h<s8
= 6 -
fu(h) { 0 sonst
ergibt sich mit wy = v(2) = % und wy = v(8) = %
JU fiir wy < w < woy
— 6’U2 =
Fw (w) { 0 sonst
b) Die mittlere Wurfweite ist der Erwartungswert
[e’e) wzgw2 g 1 , wo
09 = [t an= [55 an =g [0 |
—00 w1
2
_ v [43_23] _ SU‘
18,/g9 99
Die Varianz berechnet sich geméf:
141" v? 1002
E(W?) = —d =9 4 — gt o4 =
100  784v* 2602
— E(W? — E2 = — =
var(W) = BOW?) - B2 W) = = - T =
c) Esist
r T 2 3]°
v v 3
E((H :/ythh dh = dhz\f[hz}
) = [ 2 AT N
_ 2% [ 3_2%} _ 28 _
18,/g 99
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und

(B = | 2 ) = YA

g V9

Der Erwartungswertoperator ist linear. Da «(h) eine nichtlineare Abbildung ist, kén-
nen diese beiden Operationen nicht einfach vertauscht werden. E(y(H)) = E(W), da
bei der Erwartungswertbildung von v(H) ein mit der Dichte fr(h) gewichtetes Mittel
aller moglichen Wurfweiten w = ~(h) gebildet wird.

£ E(W).
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Aufgabe 5

Die Position eines Objekts entlang der reellen s-Achse wird durch den stochastischen Ortsprozess
S(t) beschrieben. Mit v € R,v > 0 gilt fiir dessen Dichte

1 1s2 s 1,
fS(t)(S)t) = 7% exXp —iﬁ + EU — §’U .

a) Welche Werte darf ¢t annehmen, damit fg(;)(s,?) die Eigenschaften einer Dichte erfiillt? Ist
der Prozess stationér? Begriinden Sie ihre Aussagen.

b) Geben Sie den Erwartungswert und die Varianz von S(t) an. Beschreiben Sie damit quali-
tativ den Einfluss der Parameter ¢ und v auf die Position des Objekts.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Objekt mit v = 54 bei t = 2,1 weiter als s; = 111
auf der positiven Halbachse vom Ursprung entfernt?

d) Geben Sie ein endliches Intervall I(¢) an, in dem sich das Objekt mit v = 30 mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,9 aufhélt.

a) Man erkennt, dass S(t) aus N (vt;t?) ist, somit ist gesichert, dass die Fliche unter
fs@)(s,t) eins ist. Aukerdem darf die Dichtefunktion nur nicht-negative Werte an-
nehmen; dies ist wegen e* > 0 Vx fiir t > 0 gesichert. Der Prozess ist nicht stationir,
da seine Dichtefunktion von der Zeit ¢t abhéngt.

b) Geméf Aufgabenteil a) handelt es sich um eine Normalverteilung mit den Parametern
E(S(t)) = tv und var(S(t)) = 2. Die Wahrscheinlichkeitsmasse wird mit wachsen-
dem ¢ fiir v > 0 nach rechts verschoben und gleichzeitig entlang der s-Achse ge-
streckt. (Anmerkung: Die Position des Objekts ergibt sich aus einer deterministischen
gleichférmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit v und einer additiven stochastischen
Komponente, die mit der Zeit ¢ zunimmt.)

¢) Se=8(t=2,1)|p=54 ~ N(113,4,4,41).

111 - 113,4

P(SC>81):1—¢< 51

> = ¢ (1,143) = 87,34%

d) Das Intervall sei symmetrisch um E(S(t))]y=30 = 30¢: I(t) = [30t — s,; 30t + sy].

P(SWl=0 € 1)) =6 (*) =6 (=) =20 (%) =12 09

t t
= ¢ (S—) L0095 = s — 1,64t

t
Damit gilt I(t) = [28,3615; 31,64t]. Andere Losungen sind auch moglich.
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Aufgabe 6

Fiir eine bindre Ubertragung werden die Eigenschaften des Ubertragungskanals mit Hilfe eines
Markoff-Modells beschrieben. Der Kanal hat eine Tiefpasscharakteristik, so dass am Empfanger
jedes Bit von den beiden vorhergehenden beeinflusst wird. Diese bilden die Zustédnde des Modells.

a) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen des beschriebenen Kanalmodells. Verwenden Sie fiir
die Nummerierung der Zusténde eine bindre Darstellung und gehen Sie zun&chst davon
aus, dass alle Uberginge gleichwahrscheinlich sind.

Im Folgenden gilt: Befindet sich genau eine binére Eins im Gedéachtnis des Kanals, bleiben die
Ubergangswahrscheinlichkeiten unverindert; bei zwei bindren Einsen (Nullen) steigt die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine weitere Eins (Null) auf 0,75.

b) Geben Sie die resultierende Ubergangsmatrix an.

c) Der Kanal sei gleichverteilt in einem der Zustédnde mit genau einer bindren Eins im Ge-
déichtnis. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist nach zwei Ubergingen weiterhin genau eine
bindre Fins im Gedéchtnis des Kanals.

d) Wie viele Bits werden im Mittel iibertragen, bevor der Kanal aus einem Zustand mit nur
bindren Nullen in einen mit keiner Null iiberfiihrt wird? Wie viele Uberginge werden im
umgekehrten Fall (keine Nullen zu nur Nullen) im Mittel durchlaufen?

a) Ubergangsgraph:

b) Es ergibt sich die Ubergangsmatrix

>

Il

I
O N O W
SN O =
= O NN O
w O N O

c) Esgilt pL' = (01 1 0). Nach zwei Ubergingen gilt

1
011 O)'E

1
16

(5 3 3 5).

N | —

T _ar 2
Ppyo = DPn -PT =

N OO
NN W
W = NN
O = O N

Es wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,375 in den Zusténden 01 oder 10 verblieben.
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d) Der Rand enthélt nur Zustand 11:
mi1 = 0
mip =1+ 3Mo1 + 5Moo

1 1
mo1 = 1+ =mi1 + zmio

2 2
3 1
moo = 1+ 77700 + 4ot
Daraus folgt:
3 1
7M1= 5 + 7Moo
3 1 /3 1
moo =14 7moo + 3 <2 + 4m00>
3
= 5 + Emoo = mg =9

Es werden im Mittel 9 Bit iibertragen. Da das Medium in Eins und Null symmetrisch
ist, braucht es fiir den umgekehrten Weg ebenfalls 9 Schritte.
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