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Hinweise

Die Priifungsdauer betragt zwei Stunden. Es sind die nachstehend genannten sechs gleichge-
wichteten Aufgaben zu bearbeiten. Benutzen Sie nur die vorgedruckten Bléatter, bearbeiten Sie
die Aufgaben auf getrennten Blédttern und geben Sie auf jedem Blatt die Nummer der Aufgabe
sowie Thre Matrikelnummer deutlich an.

Verwenden Sie zur Bearbeitung einen dokumentenechten Stift und keine rote Farbe. Schrei-
ben Sie leserlich und vermeiden Sie, das vorgedruckte Doppelblatt zu beschriften. Aus Ihrer
Ausarbeitung miissen der Losungsweg und die giiltige Losung eindeutig erkennbar sein,
da sonst das Ergebnis nicht gewertet werden kann.

Abzugeben sind Thre in das Doppelblatt eingelegten und nach Aufgabennummer sortierten
Ausarbeitungen. Nicht abzugeben sind die Aufgabenblatter sowie Ihr Konzeptpapier.

Zugelassene Hilfsmittel

Erlaubt sind ein beidseitig von eigener Hand mit Bleistift, Kugelschreiber, Fiiller o. A. beschrie-
benes A4-Blatt (Original, keine Kopie) sowie ein nicht-programmierbarer Taschenrechner.

Nach der Priifung

Das Ergebnis Ihrer Priifung erfahren Sie ab dem 12.10.2016 durch Aushang im Schaukasten des
Instituts (Geb. 30.34, Lichttechnisches Institut, EG). Die Klausureinsicht ist am 18.10.2016
im Seminarraum des Instituts (Geb. 05.01, Kreuzstr. 11, 3. OG) von 10:00 bis 11:00 Uhr. Die
miindliche Nachpriifung findet am 25.10.2016 statt.
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Aufgabe 1

Betrachtet wird ein Wiirfelspiel, bei dem ein Tetraeder, ein Hexaeder und ein Oktaeder gleich-
zeitig geworfen werden. Die Wiirfel sind symmetrisch und ihre Seiten mit Eins beginnend num-
meriert.

Geben Sie den Ergebnisraum () an.

Berechnen die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse A = {alle drei Polyeder zeigen die gleiche
Zahl} und B = {genau zwei der Polyeder zeigen eine Vier}.

Fiir den Einsatz von 60 Cent darf ein Spieler die drei Polyeder einmal werfen. Die Anzahl
der gewiirfelten Einsen erhélt er in Euro ausbezahlt. Welchen Gewinn kann der Anbieter
des Wiirfelspiels bei 100 Wiirfen mit Mittel erwarten?

Die Augensumme ist die Summe der drei gewiirfelten Zahlen. Jemand behauptet, dass die
Augensumme 6 hiufiger auftritt als die Augensumme 15. Uberpriifen Sie diese Behauptung.

Losung

2)

b)

Ergebnisse als Tupel der drei Augenzahlen:

0= {(t,h,o); tell,2,3,4},hell,2,...6},0¢{1,2, ...,8}}

Ereignis A: Da der Tetraeder nur Zahlen bis Vier tragt, spielen grofere Augenzahlen keine
Rolle. Es sei A; = {alle drei Polyeder zeigen die Zahl i} mit i € {1,2,3,4}:

p(Ai):l.l.lzi = p(A):4.P(Ai):%~2,08%

Die Augenzahlen der Wiirfel werden durch die Zufallsvariablen 7', H und O beschrieben.
Diese sind voneinander unabhéngig. Die Beitrdge der einzelnen Wiirfel zum Auszahlungs-
betrag r konnen daher addiert werden:

1
r=P(T=1)-1€+P(H=1) 1€+ P(0=1) 1€ = % 1€ = 0,54167€

Fiir den Anbieter ergibt sich ein mittlerer Gewinn von 0,60€ — r = 0,05833€ pro Spiel und
damit 5,83€ fiir 100 Spiele.

Die Augensumme sechs kann nur aus Permutationen der Ereignisse (1,2,3), (1,1,4) und
(2,2,2) gebildet werden. Davon gibt es 6 bzw. 3 bzw. 1 verschiedene, also insgesamt 10
gleichwahrscheinliche Ereignisse.

Zur Bildung der Augensumme 15 miissen fiir ¢ = 1 die anderen beiden Wiirfen die jeweils
maximale Augenzahl zeigen, also (1,6,8), wovon es nur eine giiltige Permutation gibt. Fiir
t = 2 ergeben sich mit (2,5,8) und (2,6,7) zwei giiltige Ereignisse. Analog dazu ergeben
sich fiir ¢ = 3 drei und fiir ¢ = 4 vier giiltige Ereignisse. Insgesamt kann die Augenzahl 15
durch 1+ 2+ 3 +4 =10 gleichwahrscheinliche Ereignisse gebildet werden.

Die Augensummen 6 und 15 treten gleich haufig auf. Die Behauptung ist falsch.
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Aufgabe 2

Bei einem Wurfspiel miissen Bélle mit einem Durchmesser von 8 cm durch eine quadratische
Offnung geworfen werden. Es sei angenommen, dass ein Ball die Offnung nur dann passiert,
wenn sein gesamter Umfang diese trifft. In der Ebene der Offnung treffen die Bille gemif einer
Normalverteilung mit unkorrelierten, identisch verteilten Koordinaten X und Y auf. Die Erwar-
tungswerte von X und Y liegen im Zentrum der Offnung, ihre Varianzen sind ¢ = 300 cm?.
Die Trefferwahrscheinlichkeit soll 0,2 betragen. Im Mittel werden 10 Wiirfe pro Minute ausge-
fiihrt. Die Anzahl geworfener Bélle folgt einer Poissonverteilung. Der Auffangbehélter hinter der
Offnung fasst 20 Biille.

a) Bestimmen Sie die Kantenlinge der Offnung.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Auffangbehélter 10 Minuten nach seiner letzten
Leerung noch nicht voll, wenn er nach 8 Minuten schon 16 Bélle enthalt?

c) Wie viele Minuten nach der letzten Leerung ist der Behélter mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,95 tberfiillt, wenn er nach 9 Minuten genau 20 Bélle enth&lt?

Losung
a) Der Koordinatenursprung sei im Zentrum der Offnung. Da- Y — 8 —f
mit sind X und Y aus N'(0; 0?) und unabhiingig. Weiter sei A i
die maximal mogliche horizontale und vertikale Abweichung A e i
vom Zentrum um noch einen Treffer zu erzielen.
01 fai k4

P{X|<A A [Y|<A}=P{X|<A}-P{lY|<A} _ :
=P2{|X|SA}Z((I)(A/O')—@(—A/O'))Q A+ e ; ........ :
= (20 (AJo)-1)* £ 02

= ®(AJo)£0,72361 "2 A=0,600=10,39cm  (exakt: 0,59360 = 10,28 cm)

Die Offnung muss eine Kantenlinge von 2-(A+4cm) = 28,78 cm (exakt: 28,56 cm) aufweisen.

b) Die Anzahl der Bélle im Auffangbehélter lasst sich durch einen Poissonprozess Z(t) mit
A=0,2-10min"! = 2min~! beschreiben. Es ist P{Z(t)=k} = %e_”.

3 k
P{Z(10)<20| Z(8)=16} = P{Z(2) <4} = Y, %e*‘* = (1 +4+8+ %) e =0,4335
k=0 "v*

c¢) Die zufillige Zeit T, die zwischen der Ankunft des 20. und 21. Balls vergeht, ist aus Exp(\).
(oder ausfiihrlich: P{Z(9+7)>20|Z(9)=20}=1-P{Z(1)=0}=1-¢™" : 0,95)
P{T<7}=1-¢2095 =7=-In(0,05)/\=1,498

Der Korb ist nach 9 + 1,498 = 10 min 30 s mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,95 iiberfiillt.
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Aufgabe 3 y

a N
Die zweidimensionale Zufallsvariable Z = ( X,Y )7 sei im Gebiet G
aus nebenstehender Abbildung wie folgt verteilt: . .
3 ..
x-y’, fur (z,y) € G,
fX,Y(wv y) = {
0, sonst.
0 ‘ - T
Dabei gilt stets a > 1. 0 1 a

a)
b)

c)

Priifen Sie X und Y auf Unabhéangigkeit.
Geben Sie die Verteilung von Z in Polarkoordinaten R, ® an und bestimmen Sie a.

Priifen Sie R und ® auf Unabhéngigkeit.

Losung

a)

X und Y sind keine unabhéngigen Zufallsvariablen. fxy (x,vy) # fx(z)- fy(y); der Tréger
beider Randdichten ist [0,a] und der ihres Produktes ein Rechteck, d.h. es gibt nicht
verschwindende Werte aufserhalb von G.

Es gilt « = rcos¢ und y = rsing. Weiter ist |J| = cosg-rcosg —sinp- (-rsiny) = r.

r’-cospsin® g, fiirre(l;a] A e (0;5]

fra(r,¢) = fxy(rcosp,rsing) -r=
0, sonst.

Der Parameter a muss so gewahlt werden, dass sich die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 ergibt:

oo 27 a /2
a w/2
_ 5 . 30 [1,6]% [1..4
[ffR@(r,cp)dcpdr—fr dr/cosgo(smgp) dcp—[Gr ]1 [4s1n gp]o
0 0 1 0

1 |
:ﬂ(cﬁ—l)il = a=¥25=1710

R und ® sind unabhéngig. Der Tréger der Randdichten ist (1;a] fiir R und (0; 3] fiir ®.
Der ihres Produktes ist G. Weiterhin ist der Term(r° - cos ¢ sin® ) in 7 und ¢ separierbar
und damit gilt fra(r,¢) = fr(r) - fo(p). Dies ldsst sich auch anhand der unabhéngigen
Integrierbarkeit in Aufgabenteil b) erkennen.

Alternativ konnen die Randdichten auch explizit berechnet werden:
Fiir r ¢ (1;a] bzw. ¢ ¢ (0; 5] verschwinden diese; ansonsten gilt:

27 /2
w/2 5
Ir() = [ fro(r@)do=r" [ cosg (sing)*dp=r"[Fsint o] 7 = T
0 0

(o) a a
o(p) = Ra(r,p)dr=cosp sin3<p r5dr:cos<p sin?’cp' L6 =4cosp singgo
gl 6 1
0 1

Offensichtlich ist fra(r,¢) = fr(r) - fo(p).

4/9



Aufgabe 4

Betrachtet wird die Inbetriebnahme eines komplexen Systems. Vor dem Erreichen des Betriebszu-
stands B miissen K aufeinanderfolgende Testroutinen (1,2, ..., K) erfolgreich durchlaufen werden.
Modellieren Sie diesen Prozess als homogene Markovkette mit K + 1 Zustédnden. Begonnen wird
mit Routine 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass die k-te Routine fehlschldgt und wiederholt werden
muss, sei 1 — p/k; ansonsten wird die nidchste Routine gestartet bzw. bei dem k-ten Test in den
Betriebszustand gewechselt und dort verblieben.

a) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen fiir K = 4.

b) Berechnen Sie die mittlere Dauer des Prozesses fiir alle K € N in geschlossener Form und
berechnen Sie fiir K = 10 den Parameter p so, dass sich eine mittlere Dauer von 80 Schritten
ergibt.

¢) Fiir K = 3 liegt die Zustandsverteilung ( 0,1 ; 0,2 ; 0,6 ; 0,1 )* vor. Berechnen Sie die
mittlere Dauer bis zum Erreichen des Betriebszustands in Abhéngigkeit von p.

Fiir eine erhohte Sicherheit sollen bei Stérungen im Betriebszustand alle Testroutinen erneut
durchlaufen werden. Eine solche Stérung tritt mit Wahrscheinlichkeit p(K +1)~! auf.

d) Geben Sie fiir K =1 die mittlere Zustandsverteilung des Systems an.

Losung

b) Gesucht ist m;. Es gilt mp = (mg41 =) 0 und fir £ < K

k 1 & @
mk:1+(1—]—?)mk+£mk+1:—+mk+1 = mlz—Zk(B:S) %(KJrl)-]f1
k k p P k=1 -
Fir K =10 ist mq = 55/p £ 80 und somit p = 0,6875.
c) Esist mp =0, mg =3/p, ma2 =5/p und m; = 6/p und somit:

m=01-m;+02-mg+0,6-mg+0,1-mp=34-p*
d) Fiir K =1 gibt es nur die Zustinde 1 und B. Die modifizierte Ubergangsmatrix ist

- [1-p p
P*:[ P 1_2]
2

2

. . ~ 7T .
Gesucht ist der stochastische Eigenvektor pgs = P, Pss, zum Eigenwert A = 1.

o i (1-p)-1 5 L o3 )
e - 97 o) - A

Es folgt ps = 2p1 und wegen p;1 + ps = 1 schliefilich pgs = (% , %)T
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Aufgabe 5

Die Schiefe einer Zufallsvariablen X ist definiert als

B{X3} -3D*{X}E{X} - E3{X}

S0 DX

a) Zeigen Sie S(aX) = S(X) fur alle a € R.
b) Zeigen Sie S(X +b) = S(X) fir alle b e R.

Gegeben ist die Zufallsvariable X mit fx(x) = 7 exp(-27) fiir # >0 und null sonst.

c) Geben Sie die Funktion an, die X normiert.

d) Berechnen Sie S(X).

Losung
a) Esgilt F{aX} =aE{X} und D*{aX} = a®>D?*{X}. Daraus folgt

a*E{X3} -3a®>D*{X}-aFB{X} - a®E*{X}
asD3{X}
_d® (B{X?} -3D*{X}-E{X} - E*{X})

) a3 D3{X} =5(0

S(aX) =

b) Es gilt E{X +b} = E{X} +b und D*{X +b} = D*{X}. Daraus folgt

~B3{X}-3E*{X}b-3E{X}V*-1?
=D X} ( E{X3}+3D*{X}b-3D*{X}E{X}-3D*{X}b- E3{X} )
=D {X}-( E{X3} -3D*{X}E{X} - E*{X} )=S(X)

S(X+b):D_3{X}'( B{X3} +3B{X?}b+3E{X}b* +b> - 3D*{X }(BE{X} +b) )

c¢) Gesucht ist die Funktion g(X) = (X - E{X})/D{X}

r (c5) (n+1)!
E{X"}=1 f 2" exp(-2x)dz " = ( 2n+4) ;n>1
0

=

E{X}=L B{(X*}=23 = D¥X}=B{X*}-E*{X}=2 = D{Xx}=y2

Damit ist g(z) = 2371/2- (162 - 1).

d) Mit der Formel aus b) folgt E{X3} = % und damit

3 23 1 13
S(X):TG_3'_256‘1_6_(E) :3-256—3-23—1:6328
23 \3/2 233/2 -
(256)

Alternativ kann auch S(X) = E{¢?(X)} zur Losung verwendet werden.
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Aufgabe 6

Zur Pflasterung eines Platzes werden Steine mit den Léngen 1, 3 und 5 unabhéngig voneinander
zuféllig ausgewéhlt und zu Reihen aneinander gelegt. Insgesamt miissen 35 Reihen der Lange 54
gelegt werden. Der ggf. iiberstehende Teil jeder Reihe wird abgeschnitten und an den Anfang der
néchsten gelegt. Alle Steinldngen treten gleich hiufig auf.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden in einer Reihe mit 18 Steinen von jeder Lange gleich
viele verwendet?

b) Wie viele Steine werden erwartungsgeméf benotigt, um den gesamten Platz zu pflastern?
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit reichen 650 Steine zur Pflasterung des gesamten Platzes?

d) Wie viele Steine werden mindestens benotigt, um mit einer Wahrscheinlichkeit von min-
destens 0,99 den gesamten Platz pflastern zu kénnen?

Hinweis: Wo né6tig, kann mit der Normalverteilung approximiert werden.

Losung

a) Sei A, die Anzahl Steine der Lange n € {1,3,5} in einer Reihe mit 18 Steinen. Es ergibt
sich eine Polynomialverteilung und damit

18! 1\6 (1\6 [1\6
PO = o= y=6 - () () e
(A1 = Az = 45 )6!6!6! 3 3 3 4,428%

b) Ein Stein habe die Lénge S. E{S} = mg = %(1 +3+5) = 3. Im Mittel werden 54/mg = 18
Steine pro Reihe benétigt. Insgesamt 18- 35 = 630.

c) Da am Ende einer Reihe iiberstehende Steine abgeschnitten und vorne angesetzt werden,
kann man den Platz auch als eine Reihe der Léange [ = 1890 modellieren. Die Langen
der Steine sind identisch und unabhéngig verteilt. Thre Summe kann geméfs dem zentralen
Grenzwertsatz mit Ry ~ N (N mg, N d%) mit N = 650, d% = £[(1-3)?+(3-3)?+(5-3)%] = §

approximiert werden:

l-Nmg

P(RN>Z)=].—(E(NT2dS

) =1-®(-1,4412) » & (1,44) = 0,9252 (exakt: 0,92523)

d) Die gesuchte Anzahl Steine sei N.

-N ! 1890 - 3N !
P(RN > l) =1-9 lN—mS >0,99 = M <-2,34 (exakt: —2,326)
N1/2ds §N1/2

Mit der Substitution v = N2 >0 gilt fiir den Grenzfall:

u>0

0=u?-1274u~630 = uy;p=0,6369=/6304 = w=u; =25T4

Daher ist N > u? = 662,8 (exakt: 662,6). Es werden also mindestens 663 Steine benotigt.
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Formelsammlung und Tabellen

A Tabelle der Standardnormalverteilung

Lz | 0@ [[ o | @@ [z | ) [ 2 | 2@ [« | o) |
0,00 | 0,500000 || 0,80 | 0,788145 || 1,60 | 0,945201 || 2,40 | 0,991802 [ 3,20 | 0,999313
0,02 | 0,507978 || 0,82 | 0,793892 || 1,62 | 0,947384 || 2,42 | 0,992240 || 3,22 | 0,999359
0,04 | 0,515953 || 0,84 | 0,799546 || 1,64 | 0,949497 || 2,44 | 0,992656 || 3,24 | 0,999402
0,06 | 0,523922 || 0,86 | 0,805105 || 1,66 | 0,951543 || 2,46 | 0,993053 || 3,26 | 0,999443
0,08 | 0,531881 || 0,88 | 0,810570 || 1,68 | 0,953521 || 2,48 | 0,993431 || 3,28 | 0,999481
0,10 | 0,539828 || 0,90 | 0,815940 || 1,70 | 0,955435 || 2,50 | 0,993790 || 3,30 | 0,099517
0,12 | 0,547758 || 0,92 | 0,821214 || 1,72 | 0,957284 || 2,52 | 0,994132 || 3,32 | 0,999550
0,14 | 0,555670 || 0,94 | 0,826391 || 1,74 | 0,959070 || 2,54 | 0,994457 || 3,34 | 0,999581
0,16 | 0,563559 || 0,96 | 0,831472 || 1,76 | 0,960796 || 2,56 | 0,994766 | 3,36 | 0,999610
0,18 | 0,571424 || 0,98 | 0,836457 || 1,78 | 0,962462 || 2,58 | 0,995060 || 3,38 | 0,999638
0,20 | 0,579260 || 1,00 | 0,841345 || 1,80 | 0,964070 || 2,60 | 0,995339 || 3,40 | 0,999663
0,22 | 0,587064 || 1,02 | 0,846136 || 1,82 | 0,965621 || 2,62 | 0,995604 || 3,42 | 0,099687
0,24 | 0,594835 || 1,04 | 0,850830 || 1,84 | 0,967116 || 2,64 | 0,995855 || 3,44 | 0,999709
0,26 | 0,602568 || 1,06 | 0,855428 || 1,86 | 0,968557 || 2,66 | 0,996093 || 3,46 | 0,999730
0,28 | 0,610261 || 1,08 | 0,859929 || 1,88 | 0,969946 || 2,68 | 0,996319 || 3,48 | 0,999749
0,30 | 0,617911 || 1,10 | 0,864334 || 1,90 | 0,971283 || 2,70 | 0,996533 || 3,50 | 0,099767
0,32 | 0,625516 || 1,12 | 0,868643 || 1,92 | 0,972571 || 2,72 | 0,996736 | 3,52 | 0,999784
0,34 | 0,633072 || 1,14 | 0,872857 || 1,94 | 0,973810 || 2,74 | 0,996928 | 3,54 | 0,999800
0,36 | 0,640576 || 1,16 | 0,876976 || 1,96 | 0,975002 || 2,76 | 0,997110 || 3,56 | 0,999815
0,38 | 0,648027 || 1,18 | 0,881000 || 1,98 | 0,976148 || 2,78 | 0,997282 || 3,58 | 0,999828
0,40 | 0,655422 || 1,20 | 0,884930 || 2,00 | 0,977250 || 2,80 | 0,997445 || 3,60 | 0,099841
0,42 | 0,662757 || 1,22 | 0,888768 || 2,02 | 0,978308 || 2,82 | 0,997599 || 3,62 | 0,999853
0,44 | 0,670031 || 1,24 | 0,892512 || 2,04 | 0,979325 || 2,84 | 0,997744 || 3,64 | 0,999864
0,46 | 0,677242 || 1,26 | 0,896165 || 2,06 | 0,980301 || 2,86 | 0,997882 || 3,66 | 0,999874
0,48 | 0,684386 || 1,28 | 0,899727 || 2,08 | 0,981237 || 2,88 | 0,998012 || 3,68 | 0,999883
0,50 | 0,691463 || 1,30 | 0,903200 || 2,10 | 0,982136 || 2,90 | 0,998134 || 3,70 | 0,999892
0,52 | 0,698468 || 1,32 | 0,906582 || 2,12 | 0,982097 || 2,92 | 0,998250 | 3,72 | 0,999900
0,54 | 0,705401 || 1,34 | 0,909877 || 2,14 | 0,983823 || 2,94 | 0,998359 | 3,74 | 0,999908
0,56 | 0,712260 || 1,36 | 0,913085 || 2,16 | 0,984614 || 2,96 | 0,998462 || 3,76 | 0,999915
0,58 | 0,719043 || 1,38 | 0,916207 || 2,18 | 0,985371 || 2,98 | 0,998559 || 3,78 | 0,099922
0,60 | 0,725747 || 1,40 | 0,919243 || 2,20 | 0,986097 || 3,00 | 0,998650 || 3,80 | 0,999928
0,62 | 0,732371 || 1,42 | 0,922196 || 2,22 | 0,986791 || 3,02 | 0,998736 | 3,82 | 0,999933
0,64 | 0,738014 || 1,44 | 0,925066 || 2,24 | 0,987455 || 3,04 | 0,998817 || 3,84 | 0,999938
0,66 | 0,745373 || 1,46 | 0,927855 || 2,26 | 0,988089 || 3,06 | 0,998893 | 3.86 | 0,999943
0,68 | 0,751748 || 1,48 | 0,930563 || 2,28 | 0,988696 || 3,08 | 0,998965 | 3,88 | 0,999948
0,70 | 0,758036 || 1,50 | 0,933193 || 2,30 | 0,989276 || 3,10 | 0,999032 || 3,90 | 0,099952
0,72 | 0,764238 || 1,52 | 0,935745 || 2,32 | 0,989830 || 3,12 | 0,999096 || 3,92 | 0,999956
0,74 | 0,770350 || 1,54 | 0,938220 || 2,34 | 0,990358 || 3,14 | 0,999155 | 3,94 | 0,999959
0,76 | 0,776373 || 1,56 | 0,940620 || 2,36 | 0,990862 || 3,16 | 0,999211 || 3,96 | 0,999963
0,78 | 0,782305 || 1,58 | 0,942947 || 2,38 | 0,991344 || 3,18 | 0,999264 | 3,98 | 0,999966
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B Folgen und Reihen

ad 1

>oa =l+z+a?+a+- =

n=0 1-z

k k+1
1-

> =l+z+a’++a" -7

n=0 l1-2x

. r n r 2 r 3 r

o) )2 =l+rz+(5)a+ ()2 + =(1+x)

% () (5)a*+(5)

=1 1 1

> =z" =l+a+-a?+-a3+- =e”

—n! 2 6

k k(k+1

Zn =1+2+3+-+k = ( )

n=1 2

C Integralrechnung

[ s@-w)e@) e =p(wo), VaoeR

/xe‘m dz
/9326‘” dz

/ e sin(bx) dz
fx”e_ax dx
0

_ 2
22e” ™ dg

O\,

D Trigonometrie

cos(z +y)
sin(zx +y)
COST - COSY
sinx - siny

sinx - cosy

eCL$
= ?(ax - 1)

eCL.CB

= —3(a2x2 - 2az +2)
a
axr

= ;Tlﬂ(asin(bx) - bcos(bx))
a

n!
an+1

cosxcosy Fsinzsiny

sinx cosy + cosxsiny
%(cos(x —y) +cos(z + y))
%(cos(a: —y) —cos(z + y))

%(Sin(x —y) +sin(x + y))
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fir |z <1

firz+1

. lz| <1,7>0
fir
lz| < 1,7 <0

firzeR

flira>0,neN

fira>0

(C.1)
(C.2)
(C.3)

(C.4)
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