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Aufgabe 1

Eine Urne enthalte 2 griine, 3 rote und 4 schwarze Kugeln. Es wird eine Kugel aus der
Urne gezogen. Ist diese rot oder griin, so legt man sie beiseite und das Zufallsexperiment
ist beendet. Ist die gezogene Kugel schwarz, so wird sie in die Urne zuriickgelegt und es
wird ein zweites Mal gezogen. Die gezogene Kugel wird dann, unabhingig von der Farbe,
beiseite gelegt und das Zufallsexperiment ist damit beendet.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

a) eine rote Kugel

b) eine schwarze Kugel

beiseite gelegt wurde.

Aufgabe 2

Gegeben sei die Zufallsvariable X mit der Dichte

9 et RNz >0
Ixta) = { 0 sonst,
Berechnen Sie die Dichte und Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
il
Y=——+
(X +1)

Aufgabe 3

Die zweidimensionale Zufallsvariable §= (X;¥)T sei im Gebiet G aus Bild 1 wie folgt
verteilt
k-(6—x—y) fiirz,yeG

0 sonst.

fxy(z,y) = {

b el
Bild 1: Gebiet G -
a) Berechnen Sie die Konstante k.
Hinweis: Zerlegen Sie die Fliche G in zwei rechteckige Teilflachen.
b) Berechnen Sie die Randdichten fx () und fy (y)-
c) Zeigen Sic, dass die Zufallsvariablen X und Y abhéngig voneinander sind.
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Aufgabe 4

Die unabhéingigen, normalverteilten Zufallsvariablen X;, X» und X3 mit den Verteilun-
gen Mi(20, 16), A2(10,9) und N3(0,2), sollen zu einer neuen Zufallsvariablen Z wie folgt
aufaddiert werden: Z = X, + n - Xz + X3 mit neN

a) Bestimmen Sie die Verteilung Nz von Z in Abhéingigkeit von n.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Z zwischen 25 und 40 liegt fiir die beiden
Fillen=1und n=2.

Aufgabe 5

Gegeben sind zwei unabhiingige Zufallsvariablen X (¢) und ¥(£). ¥(£) ist gleichverteilt
im Intervall [0,7]. Der Mittelwert E(X(£)) = px und das zweite Moment E(X?%(¢) =
my seien bekannt. Mit Hilfe von X (€£) und ¥(€) wird ein stochastischer Prozess Yi(&t)
folgendermaRen definiert:

Y (¢,1) = [X (&) +1] - sin[2m fol + E ()]
wobei fj eine reelle Konstante ist.

a) Berechnen Sie den Scharmittelwert B(Y(£,1)).
b) Berechnen Sie die Varianz a3.(t) = eyy (3, 1).
c) Berechnen Sie die AKF pyy (t1,12).

d) Ist Y (£,¢) fiir px # —1 ein stationdrer Prozess?

Aufgabe 6

Gegeben sei eine homogene Markoffkette mit den vier Zustinden: Z = {1,2,3,4}. Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; mit 7, jeZ der Markoffkette sind in der folgenden Uber-
gangsmatrix zusammengefasst:

00N 0,50 05

— 0,25 0,25 0,26 0,25
g ol el o
Qe E O S

Der Anfangszustand zum Zeitpunkt n = 0 sei 2.
a) Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen fiir die Ubergangsmadtrix P.

b) Berechnen Sie die Zustandsverteilung 3(2). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
sich die Markoffkette zum Zeitpunkt » = 2 im Anfangszustand (Zustand 2) befindet?

¢) Wie grob ist die mittlere Dauer bis zur Absorption in Zustand 47
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AUFGABE 1

1. Zug 2. Zug

P(S) = P(SiI$1) =

P(R1) = P(Ry|S) =

Ol O w Ol
Qo =

P(Gy) = P(GalS)) =

R = {,zote Kugel wurde beiseite gelegt”}
S = {,schwarze Kugel wurde beiseite gelegt”}

a)
P(R) =

P(S) = P(SulS) - P(S) =5 5 =5

AUFGABE 2
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2l o ol
I. Fur \3/—§_I>0 gl]t. Fy(‘y)zl—FX(y 3_1)
yE—1<0: Fy(y)=1-0=1

0 < =< 1 Fy(y) =1 (1 sl 8_2(1’_3—1)) e e—zy—é.ﬂ
L. Fiir — — 1< 0 gilt: Fy(y) =1
Z 0 el Mo 3L LG ) T =
i 8

0 Fiiria = 0
= Fy(y)= e fir0<y<1
1 diEdy =l

dFy(y)
dy

Ly<i: frl)=—5 (-9
IIy=l fru)=0

; i ;
e %y‘% e T i B
0 sonst

frly) =

4 =k 4 L
3.e" 2 A e a2y 42

7l

W N

Alternative Lisung:
Berechnung von fy(y) mit fyr(y) = IJ;J’{((::))I und Fy(y) = [¥, f(u)du

AUFGABE 3

a) T _79 fxry(w,y)dﬂ: dy =1

—00 —00
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Flache G in zwei Rechtecke teilen:

(j’i Gy

VB iy

~

o A
\N‘

3 349
fxy(z,y)dy dz + fxy(z,y)dyde =1
/ /]

I

y J 1
f[Sy—a:y——] dw+f[5y—$y——] d:c] =
! 2|, 2
2

r

=

| f(10,5 — 3xd:r—|—f(8 2x)dz]—1
L0

- [odm__] [Sm_xz}j:l

k- —6+24—-9-16+4)=1
1
:;>k_1—8

b) fx(z) =_T Frr(zy)dy

8 /(5—:1:—y)dy_ —(10,5— 3z) fir 0 <z <2

=g = 118 /(5—w—J)d’ym'—(8—2$) fir2<z <3
: 0 sonst

analog fy (y):

%(10,5 —3y) fir0<y<2
fr(y) = %(8— Q) dit2ey<s
0 sonst
¢) Fir Unabhéangigkeit muss gelten: fx - fyr = fxy
Punkt (2,5;2,5) hat folgende Dichten: fx = fy = 5 aber fxy =0
= fx - fv # fxy = X und Y sind nicht unabhingig!

AUFGABE 4

a) Uber den Additionssatz der Normalverteilung:

M
Allgemein: ¥ = Z X, mit N (pam; 02,) folgt My (Z i E m) mit
m=1
D?(nXs) = nzDz(Xz) und E(nX,) = n - E(X,) folgt:
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Nz(p1 + nps + pz; 0 + nlas + o3)
mit gy = 20, o — 10, s — Ound of — 16,02 = 9. 02 — 2 folut:
Nz(20 + 10n; 18 4 9n?)
b) Nzn-1(30; 27)
Nzn—2(40; 54)

40 — 30 25— 30
PG e e e
ga<z < 40) (¢27) (\/27)

~ $(1,92) + (0,96) — 1 & 0,9726 + 0,8315 — 1

= 0,8041

40 — 40 25 — 40
Panion oy, L AL G
palls =) ( N ) ( 54 )

®(0) — 1+ ®(2,04) ~ 0,5 — 1+0,9793

Q

0,4793

AUFGABE 5
Filpl0 =< cisil
sonst

.
2) fa() = { -
0

E(Y(#))

E{(z +1) - sin(27 fot + ¥)}
= E{(z+1)}  E{sin(2rfot + )}

= (e +1)- %fsin(Zﬂ'fot+ )dap

0
- [ — cos(2 fot + '1/;)]:

- (— cos(2m fot + ) + cos(2x fot))

= (e +1)-

SRS =

= (e +1)-

= %(gz + 1) cos(2m fot)
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b) : e
b) #(2) = 5(0) - P mit 5(0) = (0,1,0,0)

EY?(t) = E{(z+1)%-sin’(2nfot + ¥)}

e 0 2 Tara Gisigkd: - g0
= F){;c2 + 2z 41} - ;/ (5 o cos(4n fot + QI,L')) di : ';‘2 0,1125 0,1625 0,1875 0,5375
0 THoap T 0 ha e e
Wl w] Ly " 0 0 0 1
= (my+2u,+1) . = —| — —|sin(47fot + 2
( fe Sl s [ 2l 51[ ( f’ '1’)]0, #(2) = (0,1125;0,1625; 0,1875; 0,5375)
1 i Wahrscheinlichkeit, dass die Markoffkette sich zum Zeitpunkt n = 2 im
= 5(ma+2u:+1) Zustand 2 befindet, ist 0,1625.
N
i 4 Fcl o
o} (t) = E(V*(£) = B(Y (1)) = 5(me+2ps +1) — (s +1) cos’(2m fot) Sfin iy
(]) my =1+ 0,5ms3+ 0,5m4
c
) (IL.) mg =1+ 0,25m, + 0,25my + 0,25m3 4 0,25m,
— 27. i - g1
gt G glE LY Sm(zf L bR (IIL.) m3 = 1+ 0,2m + 0,4m; + 0,4my
= (my+ 24y + 1) - §E{cos(27rfo(t1 —t2)) + cos(2m fo(ty + t2) + 20)} (IV.) sl
: 4ollid

1 1 1 ™ L) in (III. m3 =1+ 0,2+ 0,1ms + 0,4m2 = m3 = = + —my (V.
= (Mg + 2z + 1)— | wcos(2mfots — #3)) + = [sin(_21rfg(t1 +t2) + 21,())] (o in G " ’ : e (V)

¢ i ¢ v 7 M) el sl D a

: =0 /R b B 8 1= 3 gm2 — 3 sz v
= 5(me +2p5 + 1) - cos(2m fy(t1 — t2)) (IL), (VL) in (IL) mg=1+ % 4 Tlgmg & }1”” + % ot %mg = my =3

d) AKF ist nur von ¢ — ¢, abhingig; aber der Erwartungswert B(Y (¢)) ist fiir

ftz # —1 nicht konstant! Damit ist der Prozess (¢, ¢) nicht stationér. ; : T
Mittlere Dauer bis zur Absorption in Zustand 4 betriigt 3.

AUFGABE 6

a) Ubergangsgraph:
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