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Aufgabe 1

Ein Zug fahrt eine Strecke, bei der er am Bahnhof A und am Bahnhof B hilt. Es sei bekannt,
dass der Zug am Bahnhof A mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,05 und am Bahnhof B mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0,07 unpiinktlich ankommt. Die Wahrscheinlichkeit, dass er
im Bahnhof B unpiinkélich ankommt unter der Voraussetzung, dass er bereits im Bahnhof
A unpiinktlich ankam betrégt 0,6. ‘

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Zug im Bahnhof B piinktlich ankomint,
falls er bereits im Bahnhof A piinktlich ankam?

b) Es sei nun bekannt, dass der Zug im Bahnhof B unpiinktlich war, Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass er auch im Bahnhof A unpiinktlich war?

c) Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit aus b), falls die Wahrscheinlichkeit des FErei-

guisses

{Zug kommt im Bahnhof B unpiinktlich an unter der Voraussetzung, dass er bereits
im Bahnhof A unpiinktlich ankam}

gesenkt wird. Alle anderen in der Aufgabenstellung gegebenen Wahrscheinlichkeiten
bleiben unverédndert. A

Aufgabe 2

Fiir die beiden Ereignisse A und B aus B gelte 0 < P(A) < L und 0 < P(B) < 1. Bewsisen
Sie die beiden folgenden Aussagen:

a) Gilt AN B =, sind A und B nicht unabhiingig.
b) Gilt A C B, sind A und B ebenfalls nicht unabhingig.

Aufgabe 3

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X;¥)T besitze folgende Dichte

gosatied fir —1<z<lund0<y<1
S reEm e ir L <1 un <y<
Fxy(@y) { 0 sonst.

a) Berechnen Sie die Randdichten fx(z), fy(y).
b) Sind X und ¥ unabhangig (Begriindung!)?
¢) Berechnen Sie E{X}, BE{Y} und E{X?Y}.
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Aufgabe 4

Bei einem Kurzfilmfestival werden 20 Kurzfilme direkt hintereinander (d.h. ohne Pause)
gespielt. Die Filmléngen sind unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit einem
Mittelwert von 15 Minuten und einer Standardabweichung von 5 Minyten.

Berechnen Sie niherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Gesamtlinge der
Vorfithrungen

a) nicht linger als viereinhalb Stunden dauern.
b) zwischen fiinfeinhalb und sechs Stunden dauern.

Es sei jetzt bekannt, dass die Vorfilhrungen des Festivals bereits seit fiinfeinhalb Stunden
laufen.

c) Berechnen Sie fiir diesen Fall die Wahrscheinlichkeit, dass die Vorfiithrungen innerhalb
der nichsten 30 Minuten enden.

Aufgabe 5

Gegeben sei der stochastische ProzeR X (¢,) mit
X(&,1) = cos(2nt — Q(E)n).
Die Zufallsvariable §2(£) sei dabei im Intervall [0, 1] gleichverteilt.
a) Zeichnen Sie eine Realisierung von X (£, ¢) und geben Sie den zu dieser Realisierung
gehdrenden Wert von Q(¢) an.

b) Berechnen Sie den Erwartungwert F{X(¢,?)} und vereinfachen Sie das Ergebnis
soweit wie moglich.

c) Berechnen Sie die Aulokorrelationsfunktion von X (€, 1).

d) Ist X(£,t) schwach stationir (Begriindung!)?

Aufgabe 6

Bei einem Spiel wird solange eine Miinze (eine Seite ,Adler*; eine Seite »Zahl?) geworfen
bis entweder ,Zahl“ zweimal mehr (Anzahl der Wiirfe mit dem Ergebnis ,Zahl® num zwei
hoher als Anzahl der Wiirfe mit dem Ergebnis ,Adler) auftritt als LAdler oder Adler®
zweimal mehr auftritt als ,Zahl, dann endet das Spiel.

a) Das Spiel kann als homogene Markoffkette modelliert werden. Zeichnen Sie den {Tber-
gangsgraphen des Spicles, mit der minimal méglichen Anzahl an Zustinden.

b) Stellen Sie die Ubergangsmatrix der Markoffkette auf.

c) Berechnen Sie die Zustandsverteilung nach zwei Wiirfen.
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Musterlosung zur Klausur

Wahrscheinlichkeitstheorie WS 2001/2002

AUFGABE 1

P(A) bzw. P(B): Ws., dass Zug im Bahnhof A bzw. B verspéitet ankommt.
P(A) =005 P(A) =095
P(BY=0,07 " P(By=093
P(B|A) = 0,60 P(B|A) =040
a) P(B|A) gesucht.

P(B) = P(B|A)- P(A)+ P(B[A) - P(4)
P(B) — P(B|A)- P(A) 093—0,4-0,05
P(A) i 0,95 =

= P(B[A) =

b) P(A|B) gesucht.

(1) P(A|B) = Al Lf()é)P L 0’%;(;)7’05 = % = 42,86%

¢) P(B|A) in (1) wird gesenkt — P(A|B) sinkt!

AUFGABE 2
A und B unabhingig & P(AB) = P(A) - P(B)

a) P(A) > O und P(B) > 0:
ANB=AB=@= P(AB)=0
= P(AB) # P(A)- P(B) >0 (P(A) > 0, P(B) > 0)
= A und B sind nicht unabhangig.

b) ACcBund P(B)<1, ANB=AB=A
= P(AB) = P(A) > P(A)-P(B)  (da P(B) <1)
= P(AB) # P(A)- P(B)

= A und B sind nicht unabhingig.
il
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AUFGABE 3
a) Randdichte fx(z):
7 3 3
3
] i = Rtk At
IS8 e <t fx(z) /Ze_zme dy 26_2[1}6]0 5%
0
3 5 ;
=0 —-1<z<1
— el = ol
0 sonst

Randdichte fy (y):

1
3 o z° : &Y
([ = iy (y) = 2eY dyp = iyl
2l fr) /Qe—zmdm 2e—2[3 e]_l it
il

Y

> p={ o=

0<y<1
sonst

b) X und Y sind unabhingig falls fxy(z,y) = fx(x) - fr(y) gilt.
—l=g<ludl<y<1:

Tex(y) = 5o et =t S = fx(@) o 0)

sonst:
fxy(z,y) =0= fx(z)- fr(v)
= X, Y sind unabhingig!

¢)

L
o e e 1 e B G _
E{X}—/m-—-a: da:—‘:i Z]_l_g e =0 -(Symmetrie)
=

1
1 nstein, 1
By = 4 [yeam -
0

= L@ 0-m)=—5
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1 : AUFGABE 5
B{x?:.v} 2 BiX%.EV) = E{Y} / Ssatds .
: oy
: X[t
g 18BN S S e 8 e
= gl NG 5 D e
: , i
AUFGABE 4 | | : : Sl
0500 =025 025 0 0,75
Nach 7.8-4 (Zentraler Grenzwertsatz) ergibt sich: i__
] ; 20
B{X,}=15min. D(X,)=5min. Sp=) Xa
it BiLD 1. Realisierung fiir Q(¢) = 3
= Sy ist niherungsweise GauRverteilt mit Ao(300 min., 500 (min.)?). ‘ b)
i =<l
fw ahi= TR
2) £ 0 sonst
P(Syp < 270min.) = @ (M) =1-—®(1,34) ~ 0,0901 ~ 9% p
22,36 BlIXED) = / Fu(w) cos(2mt — wrr) dw
0
b) . :
= [——ﬂ—_ sin(2nt — wfr)}
ot o 0
P(330min. < Sy < 360min.) = & (M) =D (M) i
22,36 22,36 = =(sin(2nt) — sin(2nt — 7))
= 3(2,68) — ®(1,34) .
= Zsin(2mt
~ 0,0963 — 0,9099 o
— 0,0864 = 8,64% )
wxx(t,t2) = E{cos(2mt; — Qr) - cos(2nty — )}
6] i % B{cas(2r(t = 1))} + % F{cos(2n(t + t2 — 20m))}
: : @1-1 P(330min. < Sy < 360 min.) 1
= 2 > i = 1,
P(Sz < 360 min.|Sy > 330 min.) P(S20 > 330 min.) = % cos(2m(t; — t2)) + 3 /cos(?vr(tl +ty — 2wm)) dw
0,0864 3 (o
1-—0,9099 e =0
= — 2 :
0,9592 = 95,92% . % Lot
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d) Fiir schwache Stationaritdt muss der Erwartungswert konstant sein und
exx(t — t2) = pxx(r) gelten.
= Erwartungswert von X (&, 1) ist nicht konstant
= X(&,t) ist nicht stationdr!

AUFGABE 6
a) Ubergangsgraph
ausgeglichen
Adler
tiberwiegt

Spielende

Losungen mit zwei absorbierenden Zustinden: Adler gewinnt / Zahl ge-
winnt (insgesamt 5 Zustinde) und Losungen mit Zusammenfassung der Zu-
stiinde: Adler iiberwiegt / Zahl iiberwiegt (insgesamt 3 Zusténde) wurden

auch als richtig gewertet.

b)
0 0505 0
b0 85007 0005
P =
G i e
gb g0
F_|2

o 7(2) =7(0) - P mit
B G0 05
>*_| 0 02 02 05
0 025 025 0,5
0% $0u S0
und p7(0) = (1;0;0; 0):2 (Zustand 1 ist Startzustand)
= 7(2) = (1;0;0;0)T - P = (0,5;0; 0;0,5)7
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