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Aufgabe 1 (10 Punkte)

a) In einer Fabrik belinden sich drei unabhiingig voneinander arbeitende Maschinen. Es
. sei Ay das Ereignis, dass die k-te Maschine ausfillt, und py. := P(Ay) sei die zugehorige
Walirscheinlichkeit (k = 1,2,3). Dabei gelte: p; = py» = ﬁ Py = %
B bezeichne das Ereignis {Mindestens eine Maschine fillt aus}.

i) Berechnen Sie P(A4; N As N A3) und P(4; U Ay).
ii) Stellen Sie B mit Hilfe von Ay, As, A3 dar, und berechnen Sie P(B).
iii) Mindestens eine Maschine sei ausgefallen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass die erste Maschine ausgefallen ist.
iv) Sind A; und B unabhiingig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

b) Eine Urne enthélt drei rote und sechs schwarze Kugeln. Rein zufillig wird eine Kugel
aus der Urne gezogen. Diese Kugel sowie eine zusiitzliche (d.h. zehnte) Kugel derselben
Farbe werden in die Urne zuriickgelegt. Nach gutem Mischen wird der Urne abermals
eine Kugel entnommen. Diese sei rot.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit war die erste gezogene Kugel ebenfalls rot?

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Ein unfairer Wiirfel wird einmal geworfen. Bezeichnet die Zufallsvariable X, die erzielte
Augenzahl, so habe X; die folgende Verteilung

k |1 2 3

PXi=k) [p & %
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a) Bestimmmen Sie p.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

c) Geben Sie alle Zahlen k € {1,2,3,4,5,6} an, fiir die sowohl P(X, < k) < § als auch
P(Xy > k) < § erfiillt sind.

d) Der unfaire Wiirfel wird nun N-mal in unabhingiger Folge geworfen, wobei N € N.
Die Zufallsvariable X; bezeichne die im j-ten Wurf erzielte Augenzahl (j = 1,..., N).
Bestimmen Sie

i)l P(TN,X; <3N - V3N);
i) lim P(S) X %N)‘
Hinweis: Fiir die Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung gilt:
D(1) 06915,  B(1)~0.8413,  (2) ~0.9772,  O(F) ~0.9938.
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Aulgabe 3 (10 Punkte)

a) Die homogene Markoffkette (X,)nen, auf der Zustandsmenge {1,2, 3} besitze den Uber-

gangsgraphen:
2q q

5 C@/\ @/\@D i

Hierbei sind p, g € (0, 1) fest vorgegebene Zahlen, die p + 2¢ = 1 ertfiillen.

i) Geben Sie die zugehorige Ubergangsmatrix P an.
ii) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von p und ¢ die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(-’\F'Z =1 tJYO e 2),
P(Xy=2|X,=2);
P(Xy=3|Xo=2);
P(X5=2|X, =3).
iii) Nun seien p = % und ¢ = % Ferner sei der Anfangszustand der Markoftkette 1.
Berechnen Sie die mittlere Dauer bis zur Absorption in Zustand 3.
b) Betrachten Sie das folgende Zufallsexperiment:
Zu jedem Zeitpunkt n € Ny wird ein ideales Tetraeder geworfen, dessen vier Seiten-
flichen mit den Ziffern 1,2, 3 und 4 beschriftet sind. Als Ergebnis eines Wurfes gilt die
Ziffer der Seitenfliiche, aufl der das Tetraeder liegen bleibt. Die Zufallsvariable Y;, be-
schreibe die hochste Augenzahl, die bis zwun Zeitpunkt n (einschlieBlich) erzielt wurde.
Dann ist (Y;,)nem, €ine homogene Markoffkette. (Dies muss nicht begriindet, werden!)

Geben Sie eine geeignete Zustandsmenge, den Anfangszustand sowie die Ubergangs-
matrix der Markoffkette (;,)nem, an.

Aufgabe 4 (10 Punkte)
Die stetige Zufallsvariable X habe mit einem geeigneten b > 1 die Dichte
Hu+1) firwe[-1,0]
flu) = & fiir u € [1,8] (v eR).

u?
0 sonst

a) Bestimmen Sie b.
b) Geben Sie die Verteilungsfunktion Fy von X an.
¢) Berechnen Sie
i) P(-3<X<2) i) PO<X<1) ii) P(-2<X <5).
d) Berechnen Sie den Erwartungswert £(X) und die Varianz D*(X) von X.

e) Essel Y eine weitere Zufallsvariable mit obiger Dichte f, und Y sei unabhéngig von X.
Bestimmen Sie

) BG(X+L)Y); i) DY(IX-Y+1)
Viel Erfolg!
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Lésungsvorschlage

Losung 1

a) i) Aufgrund der Unabhingigkeit von Ay, Az, Ay gilt

P(A N Ay N Ag) = pipaps = 500

sowie
19
P(A1U Az) = P(Ay) + P(Az) — P(AINA)=p1+p2—p [)—2=m.

ii) Bsist B = A; U Az U Ay, Verwendet man an der mit (4) gekennzeichueten Stelle die
Unabhingigkeit von Ay, Az, Ay, so erhilt man

P(B) = P((A) U Ag) U A3) = P(A, U Ag) + P(A3) — P((A; U Az) N Ay)

1¢
l(;:)+P(AJ) ( (A]ﬂA3)+P(AzﬂA3)—P(A|ﬂAzﬂA3))
@8 +p3—pips —p2ps+pipaps = & i—l L.
1(](] 1()0 5 50 500
54100 -20+1 176 _ 44
500 o(]() 125°

iii) Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A\NB) P(A4) 1 125 25

Pl ~pmy Py T H &

iv) Wegen P(A|B) = T’ 2 # 15 = P(4) sind die Ereignisse A, und B nicht unabhiéngig.
b) Sind die Ereiguisse Ry, 2 gemif
Ry := {Die erste gezogene Kugel ist rot}.
Ry := {Die zweite gezogene Kugel ist rot}
definiert, dann ergeben sich die folgenden Werte unmittelbar aus der Aufgabenstellung

1 — 2

P(R)=3 P =2  PRIR)=i5=7, PRIT)=

4 3
3 10 10
Mit Hilfe der Formel von Bayes erhilt man fiir die Walirscheinlichkeit, dass die erste gezogene
Kugel rot ist, wenn die zweite gezogene Kugel rot ist:

P(Ry | Ry) P(I%1)

P(R, | ) = —
(U 1) = B TR PURa) + PURG | 7o) PO
2.1 2
N L B
g-3ti0-3 °©
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Losung 2
a) Bsist
43
= P(X,=1) = P(X1>2)=1- ==
=Py =1 =1-P23) 2010
b) Der Erwartungswert von X betrigt
3 3 3 2
EP(Xy=k)=1- 3. 44— 45-—+6-—
; g : 10 20+ ottt
_6+6+9+12+15+12 60 _
20 20 ’
Wegen
3 3 3 3 2
P(X)=k)=1- 9. — s 425 =+ 36—
L} L= k) ottt Tt B gty
_r>+12+27+48+7d+727240_12
' 20 20

ergibt sich fiir die Varianz von X
DY(Xq) = B(X?) —(B(X)))? =3.
¢) ELinzig fiir & = 3 sind sowoll P(X) < k) < % als auch P(X; > k) < % erfiillt.

d) i) Die Zufallsvariablen X;, Xa,..., Xy sind unabhingig und identisch verteilt. Aufgrund
vou B(X;) =3, D*(X)) = 3 folgt mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes

a N X;—3N
lim P(Z X; <3N - \/JN) 1m P<__'“_]— < —1)
N—oo = \/5—1\7
=®(—1) =1 —®(1) = 1 — 0.8413 = 0.1587.
ii) Das Chintschinschie Gesetz der groffen Zahlen liefert
N 7 N . N
7 T, N . =
()SP(].Z](\] > 51\1) :1—P(%T‘\., < §N> =1—P< %,“ -3<= )

N

SI—P(’—ZA —s‘ ->—>1-1=o fiir N — oco.
B N v o T e
Demmnach ist \lll(lm P(ZiL X;2IN) =0.

Losung 3

a) i) Die zugehorige Ubergangsmatrix P lautet

p 2¢ 0
P=|p a 4
0 0 1

ii) Offeusichtlich gilt P(X3 = 2| X, = 3) = 0. Die anderen Waluscheinlichkeiten konnen
auf die folgende Weise bestimmt werden
(P(X2 =1|Xg=2), P(X3 = 2| X =2), P(Xp = 3| X = 2)) = (0, 1.(1) P2

P2 +2pq 2pq+2¢°  2¢°
= ((). 1.()) P+pg 2pg+ ¢ P4q | = ([12 + pq. 2pg + ql. (]2 + q).
0 0 1
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Demnach sind

P(X;=1|Xy=2) = p? +pq,
P(Xy=2|Xg=2) = 2pg+ ¢,
P(X2=3|X0=2) = ¢*+4q.

iii) Sind speziell p = iq= 41 gewiihlt, so hat die Ubergangsmatrix die Gestalt

2
1/2 1/2 0
P=| 1/2 1/4 1/4
g or=

Es bezeichne m; die mittlere Dauer, um von dem Zustand ¢ aus bis zur Absorption im
Rand R = {3} zu gelangen (i = 1,2,3). Fiir jeden inneren Zustand ¢ = 1,2 gilt dann
3
my =1+ Zp,-j mj,
J=1
wobei pi; i= P(Xny1 = j| Xy = @) die Ubergangswalirscheinlichkeit bezeichnet. In der
vorliegenden Situation gilt

mg =0
j —1+1' +1’ = 5 *1+]' (1)
my = B) my 2 ma 2 my = B} ma
1 il .
mg =1+ 5 + 77 (2)

Da der Anfangszustand 1 ist, muss m, bestimmt werden.
Setzt man (1) in (2) ein, so erhélt man

1 1 1
mg =1+ (1 + 3 m-z) + 1 mg 1 me=2 <=  mo==8.

(1) liefert hiermit

1 1

3 m =1+§‘8=5 = m=10.
Die mittlere Absorptionsdauer betrigt also 10 Zeitschritte.

b) Als Zustandswmenge kann man {0, 1,2, 3,4} withlen. Solange das Tetraeder noch nicht geworfen
wurde, befinde sich das System im Zustand 0. Der Anfangszustand sei also 0.

Verwendet man die naheliegende Zuordnung

héchste Augenzahl \ M a3
1

Zustand | 2= 3

s0 ergibt sich die Ubergangsmatrix

0 1/4 1/4 1/4 1/4
0 1/4 1/4 174 1/4
P=|0 0 1/2 1/4 1/4
0 0 0 3/4 1/4
00 0 0 1
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Losung 4

a) Da f eine Dichte ist, gilt

roc 0 b
1 il 171 0 10
Tor i (wydu= [ =(u+1)d Sdu=s(se?+)| -
/_mj(u)(u </_]2(u+ )“l+./1 ad=slouityl =]
1z il 5 1
A LY R
e G Yne s
bzw.
b=4.
b) Die Verteilungsfunktion Fy von X ist gegeben durch
0 fiirz < -1
. 5 e+ ) du=F(a+1)2 fir -1 <2 <0
Exlz)= / f(u)du= —:— fir0<e<l (x € R).
R 1+ [ du=5-1 flirl<z<4
1 flirz >4
c) Da X eine stetige Zufallsvariable ist, gilt
1 1 3 1 11
P(—— X 2):1?;2*1?»(7—):—-—:—.
GAE oy X@-Fx(3)=1 6"

P(0 < X 1) = Fx(1) - Fx(0) =0,
P(-2< X <5)=Fx(5) - Fx(-2) = L.

d) Fiir den Erwartungswert von X ergibt sich

oo 0 49
E(X) =/ wf(u) du= / l('u,z-f-u) du + / —du
. J_12 J1u

—00
Tl gl oN 10
= ( u,+2u)

4 1 1 1 . 1
73 ; + In(uw) = ——(—5 + 5) +In(4) = In(4) — T

u=1 2

u=—

Mit
oo Oige ., ! 4
E(X?) =/ u?f (u) d'u,:/ 5(’1L"+u2)du+/ ldu
Yy J1

v —0C
Ll L e R T S
E(Z”’*Ei“)u:_x”* 2(4 3)“_24”'24

folgt fiir die Varianz von X

’ 73 1y2
20y 2 -\\2
X) = B(X?) — (B(X))? = — — = -) ]
DH(X) = B(X?) - (BX))? = 57 — (@) - 55
e) Da X undY die selbe Dichte besitzen, gilt E(X) = B(Y) sowie D?(X) = D?(Y). Ferner sind
X und Y als unabhiingig vorausgesetzt; hiermit sind dann auch %(X + ,'—2) uud Y (dies wird
in (*) benutzt) bzw. %X und =Y (dies geht in (x#) ein) unabhingig. Die Rechenregeln fiir
Erwartungswert bzw. Varianz liefern

) EGOX+5)Y) E B + ) EY) = §(BOX) + 1) B(Y)
FEOOZEM 11 (4) (n4) = 5) = In(2) (In(4) — 15);
i) D2(IX-Y+1) = DP(IX+(=Y)) @ D(LX)+ D2(-Y) = (§)2DHX)+(~1)2DA(Y)

D2(X)=D?(Y) & @ s
PHOEPOY s a0 = (B - (n(a) - %)




