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Aufgabe 1

Max und Moritz wiirfeln, Der hohere Wurf bringt jeweils einen Punkt. Wer zuerst fiinf
Punkte hat, erhélt den Einsatz von 10€, Die Spieler vercinbaren, dass bei vorzoitigem
Abbruch des Spiels der Einsatz gemif der Gewinnchance, die jeder zum Zeitpunkt des
Abbruchs hat, aulgeteill wird, Das Spiel wird beim Stand von vier zu drei Punkten fiir
Max abgebrochen, Welcher Betrag steht Max zu?
Bemerkung: Bei unentschieden ausgehenden Wiirfen erhiilt keiner der Spieler einen
Punkd:
Aufgabe 2
Die zweidimensionale Zufallsvariable X = (X3 X5)" habe die Dichtc
| afetemtbn)  fip g > 0,532 0
1@ = { 0 sonst.
a) Sind X und X5 abhéngip?

b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X
¢) Borechnen Sie die Verteilungsfunkiionen von X; und Xp.

Gogeben seien dio Ereignisse 4 = {X) € 1; X2 € 1} und B = {X; > 213Xy > 25} mit
2y > 0 und @ > 0.

d) Berechnen Sie P (4).

c) Berechnen Sie P (B).
Aufgabe 3

Dem Trainer einer Handballmannschaft stehen 13 Feldspicler zur Verfiigung,
) Wiavicle Méglichkeiten hat der Trainor, sechs Feldspicler auf das Spielfeld zu stellen?

Ein Handballspieler aus der Mannschaft hat bei Helmspielen sine Trofferwahrscheinlichkeit
beim Siebenmeterwurf von 95 %, bei Auswirtsspielen hingegen nur von 75 %. Die Hilfte
der Spiele einer Saison sind Heimspiele,

b) Wie grof ist: die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei einem Spiel um ein Auswiirts-
spiel handelt, wenn man beobachiet, dass der Spieler bei einem Sisbenmeterwurf
nicht trifft?

¢) Wie hioch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler bei cinem Heimspiel bei elf Sie-
benmeterwiirfen elf mal triffit? Wic hoch ist die entsprechende Wahracheinlichleit
bei einem Auswirtsspiel? Gehen Sie davon aus, dass die Erfolge bei den Siebenme-
terwiirfen stochastisch unabhiingig sind|
Falls Sie Aufgabenteil ¢) nicht losen lonnten rechnen Sie bitte im Folgenden mit den
folgenden Wahrscheinlichkeiten weiter:

o Wahrscheinlichkeit, flir olf Troffer bei elf Siebenmeterwiirfen bei cinem Heimspiel: 0,6
» Walirscheinlichkeit, fitr elf Treffer bei elf Siebenmatervwiirfen bei cinem Auswirtsspiel:
0,05

d) Bei einem Spiel hat der Spicler die Gelegenheit zu elf Siecbenmeterwiirfen und er-
zielt dabei elf Tore. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dieses Spicl ein Heimspiel?
Verwenden Sie die Ergebnisse aus Teilaufgabe c).
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Aufgabe 4

Die zweidimensionale Zufallsvariable Z = X; Y)" mit der gemeinsamen Dichtefunktion
fx,v{@,y) sei in dem von @ > 1 begrenzten Gebict G aus Abbildung 1 wie folgt verteilt:

y
a

i - z-ya fiir Z,UEG
fxy(zy) = { 0  somst.

+X
0 a

Abbildung 1: Gebiet G.
a) Bestimmen Sie al

b) Nun sei @ > 1 und wieder beliebig. Berechnen Sie die Randdichte [y (y) in Abhéin-
gigkeil von a,

Aufgabe 5

Das CGewichl G von Maiskolben sei normalverteill mil Erwartungswert ¢ und Varianz o,
n) Bei ciner Sorte Maiskolben sei p = 180g und o = 15 g, Mit welcher Walirschainlich-
keil, wiegt ein Maiskolben zwischen 170 g und 200 g7
b) Das Gewlicht der Maiskérner betriigl 42% des Gesamigewichts eines Kolbens. Mil
welcher Wahracheinlichkeil wicgen die Kérner eines Kolbens mehr als 80g7
¢) Bei einer zweiten Sorte Maiskolben sei das Gewicht G chenfalls normalverteilt mit
o =8g und es sel P (G > 00g) = 0,95, Bestimnen Sie p.
Aufgabe 6
Fine homogene Markoffkette X mit der Zustandsmenge Z = {4, B,C} und dem Para-
meter a habe die Ubergangsmatrix

0 & 1- %)
Ez\' = % 1= % % "
-8 g 0
a) Skizzieren Sie den dezugehtrigen Ubergangsgraphen.
b) In welchem Intervall kann o liogen?

¢) Nun sei o = 0,2 und die Markoffkette befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand
. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Zusténde A, B und €' nach einem
(¢t = 1) und nach zwei (¢ = 2) Schritten,
Lsung:

Aufgabe 1

P (Morits gowinut|4:3 fir Max) = P (Moritz gewinnt dio niichsten beiden Wiirfe)
P (Morilz gewinnt den néchsten Wurf) - P (Moritz gewinnt den iibernéichsten Wurf)

Il

S % = P (Max gewinnt|4:3 fiir Mox) = g D:h. Max stehen 7,60€ zu.

52
Aufgabe 2
a) Bsgilt f(Z) = ae™® . B = fx (&1) [x, (®2), d.h. Xy und X, sind unabhiingig.

by F(#) = / ‘/‘f (1 u}dudvzczfe“"‘du- ﬁfc"’"du = [—-c’"“"}:' . [—e‘ﬁ“]?
—00 0 0

-0
= [l-e)(l—e ) =1 — g petmibal 530,520
¢) Mit der Lésung von Teilaufgabe b) ergibt sich sofort
Fx (m1)= 1= o =20 und Fx, () =1 — ¢ T3 20,
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d) Aus der Definition der Vertellungsfunktion felgt:

PA)=PXi1 <hXa<)=Fil)=(1-e®)(1-c?)=1-e*—c? |0

und weiter 2 (A) =1 — P(A) = e @+ ¢ F — g (01,
e) Mit B = {X) > a; Xy > 3} = {X1 > 21} N {X2 > 22} und der de Morgan’schen
Formel ist B = {X; < 1} U {X3 < 23} und damit

P(B) = P(X;<ay)+P (X <) — P (X1 < a3 X3 < 1)
(t—e )+ (1—e) — (1—e) (1— )
= D—g % g | g0 P (0w tim)

l

B e, E—(Qzl+ﬁ:"4}.
Darvaus folgl fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:
P(B)=1-P (1}) == (1 = e—Iumﬂima)) . g—lomifsa)
Alternativ:
P(B)= (1= Fx, (21)) + (1 — Fx, (za)) = e . g™,
Aulgabe 3
a) Die Auswahl erfolgt ehne Wiederholung und ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge.
Daher gibt es
(]3) 131 13.12.11+...+7-6-5+4-3.2.1 13-12:11.10.9-8

AT 67684821 =St cmmen il

Méglichkeiten.

b) Es sei T' das Ereignis ,, Treffer beim Siebenmeterwurf“ und H das Ereignis ,, Spiel
ist ein Heimspiel“, Das Ereignis H bedeutet dann gerade ,, Spiel ist cin Auswirtss-
piel®. Gegeben sind nun laut Aufgabenstellung die folgenden Wahrscheinlichkeiten:
P(T|H) =095, P (T|H) =0,76 uad P ({f) = 0,5. Dann sind
P(T|H) =1-P@|H)=005 und P (T|#)=1-P(T|H) =026
gerade die Wahrscheinlichkeiten, doss der Spicler bei cinem Heimspiel bzw. einem
Auswirlsspiel keinen Troffer bel einem Sichenmeterwurf erzielt. Mit dem Satz von
Bayes erhélt man nun fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

= N P(T\B)-P(H 25 0,5 -
P(HIT) = =75 (T18) P (2) = L el =2=08
P(T\H) P(H)+P(T\H) P(H) 025.05+005.05 6

¢) Wir definieren zunéichst das Ereignis 7% ,EIf Troffer bei elf Sicbenmeterwiirfen .
Da Jaul Aufgabenslellung die Erfolge bei Sicbenmeterwiirfen als stochastisch unab-
hiingig angenomunen werden sollon, gill fiiv die Wahrscheinlichkeit, dass das Ercignis
T bei einem Heimspiel eintrill:  p (1|1 = 0,05 = 0,568

und fir die Wahrscheinlichleil, dass das Ereignis Ty, bel cinem Auswirisspiel ein-
itk p (73| 7) = 0,75 = 0,042,

d) Wie in Teilaufgabe b) erhill man die gesuchte Wahrscheinlichkeit mit der Formel
von Bayes unter zur Hilfenahme der Ergebnisse aus Tellaufgabe c):

P(H|Ty) = P(Tu|H)- P(H) _ 0,568 0,5
. P(TylH)-P(H)+ P (Ty|H). P(H)  0,568-0,5+0,042-0,5
0284
0305 = 031

Falls die Teilaufgabe ¢} nicht gelést werden konnte sollle mit den folgenden Wahr-
scheinlichkeilen weilergerechnel werden:
e Wahrscheinlichkeit fiir elf Treffer bei elf Siebenmeterwiirfen bei einem Heim-
splel: 0,6 -
o Wahrscheinlichkeil, fiir ¢lf Treffer bei elf Sichenmeterwiirfen bei cinem Aus-
wirtsspiel: 0,05

Daraus ergibt sich dann fiir die gesuchte Wahrscheinlicheit:

P (HlTll) P (TlllH) ; P(H)_ e 0,6:0,5
P(Tw|H) P(H)+ P (Tu|H)-P(H) 06:05+005:05
S . 0,923,

0,325

Aufgabe 4
a) In Teilaufgabe a) soll der Parameler o berechuet werden. Die gegebene Dichte

Jxv () gibtan, wie die Wahrscheinlichkeitsmasse 1 auf dem im ersten Quadranten
sich befindenden Gebiet & verteilf ist. Daher muss allgemein gelten:

]u]a‘fx'y(mvy)dydmé 3

Zur Lijsung dieses Doppelintegrals gibb es zwel Moglichkeiten:
1, Miglichkeit; Verwendung des kartesischen Koordinatensyslems
Ausgangspunkt sind die beiden Koordinatengleichungen

=1 © P=l-z o yp=v1-2*
?4yt=d & P=d-z' & y=+ve-3?

mil denen die Integrationsgrenzen entsprechend dem zu betrachteten Gebiel & an-
trepasst werden, Das Doppelintegral kann dann wie folgl gelost werden:
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Auflésen nach @ liefort schliesslich die gesuchte Lisung:
df-1=2 & =2 o a= V25 = V5.
2. Moglichkeit: Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten
Ausgangspunkt ist hierbei die allgemeine Transformationsvorschrift

z : ’
ccsr}ﬁ=; 4 =7rCo8¢ amq’;:% & y=rsing,
wobel  den Radius und ¢ die Phase bezefchnet sowie die Berechnung der Funktio-
naldeterminante b de .
o [l cosgp —Tesing [ 4 ca
I.I}f‘ %ﬁ! :1“,5 N =rcos’ ¢+ rsin°d=r,

Mil dieser Funktionaldeterminante ergibt sich fiir das [Flichenelement in Polarkoor-
dinaton: dA = |J|dgdr = rdgdr.



WT - F 2011

Damil exgibt sich fiir das zu losende Doppelintegral:

o o o0 oo a 7
fffx,y{m,y}dydm:ffm-ysdyd:r;zf!r'ms¢'r3-sin3¢-1'ddqf‘d:‘

—00 —00

w

l

1 1

I

E-Er“]] =2—14(m6ﬁ1) L1,

Auflsen nach a liefert, schliesslich die gesuchte Lisung:
ad-1=24 & a®=2 & a=VH=V5
b) In Teilaufgabe b) soll die Renddichte F

b= [ fxr s,

in Abhdingigkeit von a bestimmt werden. I'iir den Bereich 0 € g < 1 erhélt man

\/ﬁ
T A P W A CE VR
V= i

]

_;_ya [0 =¥~ 1+47] =%y3 (a*-1).

Fiir den zweiten Bereich 1 < ¢ < a erhilt man

N
1, V"
) = Df z-fids = [Em’ya]u — Eya (a® 7).

Zusammenfassend erhilt man also fiir die Randdichte Jy (y) das folgende Ergebnis:

Wer-1) fir0o=<y<i
@ —yf) firi<y<a

fr(y) = {
Aufgabe b 0 sonst,

a) G ist eine normalverteilte Zufallsvariable mit g = 180g und ¢ = 15g. Fiir die
gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass ein Maiskolben zwischen 170g und 200g wiegt,
crhilt man:

o 200g —180g i 170g—180g
) 15g 1bg

- o(f)-+(3)
2 o(8)- (1= (3)

~ 0,0098 — (1 — 0,7453)
= 0,6551.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die IKdrner eines Kalbens mehr als 80 g wiegen, lisst
sich wie folgt berechnen: Mil der Zufallsvariable Gy bezeichnen wir das Gewicht der
Korner, fiir das laut Aufgabenstellung gilt: Gy = 0,42 G,
wobel G das Gewichl des Maiskolbens ist. Gy ist ebenfalls cine normalverteilte
Zufallsvariable mit g = 042-180g="T75,6g und ¢ =0,42.15¢ = 6,3 g. Gesucht ist
nun die Wahrscheinlichkeit, P (Gy > 80 g). Diese lisst sich iiber das Gegenereignis
wie folgt berechnen:

P(Ck>80g) = 1— P(Ck<80g)=1—0 (%)
)
1— &(0,6084) = 1 — 0,758 = 0,242

P(17g < G £ 300g)

Il

7 a i a
2
fr‘fcosqb‘sinarﬁ'dlﬁdr DS‘H'mE'Nmﬁﬁfr“ E gin® ei:} dr = /%rﬁdr
o 1 o
l a
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Alternativ kann diese Teilaufgabe anch wie folgl geldst werden:

PGk 280g) = P(G=100476g) =1~ P (G < 180476¢)
el (Mg—gl%) —1— B (0,6984) = 1 — 0,7580 = 0,242,

In Teilaufgabe ¢) wird nun eine sweite Sorte Maiskolben betrachtet. BEs ist bekannt,

dass das Gewicht G dieser Sorle wiederum normalverteilt ist mit ¢ = 8 g. Ferner ist

P (G > 90g) = 0,95 gegeben, d.h. es ist bekannt, dass Maiskolben dieser Sorle mit

einer Wahracheinlichleeit von 0,95 mehr als 90 g wicgen.

f

C,

Um nun den Mittelwerl, p der Zufallsvariable G zu bestimmen, beachreibt men die
gepebene Wahrscheinlichkelt P (G > 90 g) zunéichst iiber das Gegenereignis
P(G>908) =1—P(G<90g)L095

Gleichzeilig erfolgl die Transformation der normalverieilien Zufallsvariablen G in
die standardnormalverteille Zufallsyariable G, durch

G, = 'G - .“',

o
wodurch sich flir die vorgegebene Grenze von 90 g cin transformierter Wert von
_Wg—u

=g 5
crgibt. Die gegebene Wahrscheinlichkeit P (G > 90g) kann damit durch die Vertei-
lungsfunktion der standardnormalverteilten Zufallsvarinble G, wie folel avaredriickt
werden; P (G > 00g) = PG, > g;) = 1— P (G, < g) =1— b (g,) = 0,95,
Durch Ausnutzung der Symmetrie der Verteilungsfunktion der standardnormalver-
teilten Zufallsvariable Gy, d.h. & (—g,) =1 — @ (g,) erhiilt man den Zusammenhang

80g—p\
Pl—g)=0-——21]= L
( 9.9) @ ( 88 ) 0,95

Nun muss das Argument = aus der Tabelle der Standardnormalverteilung abgelesen
werden, fiir das @ {z) = 0,95 gill. Durch Gleichselzen des aus der Tabelle abgelesenen
Wetrtes @ = 1,66 mit dem Argument —ioﬁ-'-‘ crhilt man:

¥

Diese Gleichung muss jetzt nach dem gesuchten Mitbelwert g aufgeldst werden,
wodurch sich folgendes Ergebnis ergibt:
—00pg+p—1,66-8¢g &= ©#=90g-1,66-8g=10328¢g,
Aufgabe 6
a) Tiir den Ubergangsgraph der Markofflette X gilt:

ul? =)

; O

o/4

b) In dieser Teilaufgabe soll das Intervall des Paramoters o bestimmt werden, Wenn
sich die Markofflkelte X in einem Zustand | befindet, muf der Prozeh in irgendeinen
der endlich vielen Zustinde Z = {A, B,C} {ibergehen, D.h. die Zeilensumme der
Ubergangsmalzix von P, ist eins fir alle Zeilen. Somit ergibl sich unmittelbar filr
das Inlervall von oz a € [0,2].
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¢) Laut Aufgabenstellung soll der Parameter o im Folgenden den Wert 0,2 annehmen,

Des Weitieren ist der Zusband € als Anfangszustand der Markoffkette zum Zeitpunkt
+ = 0 vorgegeben, d.h. cs gilt

ﬁ‘r (0} = (DI u:]) 0
Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der Zusténde A, B und € nach k Schrit-
ten (¢t = k) erfolgt nun allgemein durch

7 (k) =" (0) - B .

Nach einem Schiitt (f = 1) ergeben sich damit fiir die Wahrscheinlichkeiten der
Zustinde A, B und €
0 01 09
P (1) =5" (0): Py, =(0,0,1)- [ 0,05 09 0,05 | =(09,0,1,0),
09 o1 0

so dess der Zustend A amm wahrscheinlichsien ist. Nach zwel (¢ = 2) Schiritien
ergaben sich fiir die Wahrscheinlichkeiten der Zustiinde A, B und C

0,815 0,18 0,006
(@) = (0) Ph.=(0,0,1)- [ 0,08 082 009 | =(0,005,0,18,0,815),

0,005 0,18 0,815
wobei

) 0 01 09 0 01 09 0,815 0,18 0,005
E‘}m =005 0,9 0,05|-({005 09 005|={( 009 082 0,09 |.
069 01 0 09 01 0 0,005 0,18 0,815
D.h. der Zustand C ist jetzt am wahrscheinlichsten.



