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Schriftliche Priifung im Grundlagenfach
Wahrscheinlichkeitstheorie

Aufgabe 1

a) Es sei (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A und B seien zwei unabhingige Ereignisse.
Zeigen Sie, dass die Ereignisse A und B ebenfalls unabhéngig sind.

b) Die Ereignisse A und B seien unabhéngig und es gelte P(4) = 3 und P(B) = % Mit welcher
Wahrscheinlichkeit tritt mindestens eines dieser Ereignisse ein?

¢) Im Folgenden sei mit den unabhangigen Ereignissen A und B P (4) = 3 und P (B) = . Zeigen
Sie mithilfe der Ungleichung von Bonferroni

P(ANB)>1-P(A)-P(B),

dass gilt: 1 1

g 5 SPMANB)< 3.

Aufgabe 2
Ein Apotheker versucht mit vier Substanzen A, B, C, D gleicher Menge ein Medikament zu mischen.

a) Die Ergebnismenge is = {4, B,C, D}. Wie lautet die Potenzmenge P(Q)?

b) Der Apotheker mischt durch zuféllige Auswahl der Substanzen ein Medikament. Die Reihenfolge
der Auswahl ist dabei unwichtig. Wieviele Moglichkeiten gibt es, ein Medikament mit nur zwei
Substanzen zu mischen, wobei allerdings die Substanz D nicht vorkommen darf?

¢) Wieviele Mbglichkeiten gibt es, aus den vier Substanzen drei auszuwihlen, wenn dabei jede Substanz
bis zu dreimal gezogen werden darf?

d) Der Apotheker verfiige iiber einige Substanzen in doppelter und dreifacher Menge, die er in zufélliger
Reihenfolge mischt. Q sei dabei durch {4, A, B, B, B,C, D, D} gegeben. Wieviele Mischungen sind
jetzt moglich, wenn er alle Substanzen verwendet?

Aufgabe 3
Die Dichte der zweidimensionalen, normalverteilten Zufallsvariablen X= (Xl,Xz)T kann in der Form
1@ = f @ 2) = Comp - 3@ 0niz) )
geschrieben werden. X besitze den Mittelwertvektor i = (1, —l)T und die Kovarianzmatrix
Y= E 411] 3
a) Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten der Komponenten X; und X, von X.

b) Die durch Q (21;x2) = 1 bestimmte Hohenlinie ist eine Ellipse: Berechnen Sie die Langen @ und b

ihrer Hauptachsen sowie den Winkel 7, um den diese gegeniiber dem Koordinatensystem gedreht
sind.

¢) Skizzieren Sie die durch Q (z1;2) = 1 bestimmte Hohenlinie.

Aufgabe 4

Das monatliche Einkommen X einer Person betrage mindestens zo Euro. Zur Beschreibung der Einkom-
mensverteilung wird eine Dichtefunktion der Form

_f ZF firz2m
fx(@)= { 0 sonst

verwendet, wobei o > 0 ein fest vorgegebener Parameter ist.
a) Bestimmen Sie c.

b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fx (z) des Einkommens X.

c) Setzen Sie speziell a = 1 sowie 7o = 1000 und berechnen Sie P (X > 10000|X > 5000), d.h. den

Anteil derjenigen unter den mindestens 5000 Euro verdienenden Personen, die sogar iiber 10000
Euro verdienen.
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Aufgabe 5
In einer Seidenspinnerei werden Rohfaden von Seidenkokons abgewickelt und zu Seidenféden versponnen.
Es wird angenommen, dass die verwertbare Fadenlinge pro Kokon durch eine normalverteilte Zufalls-
variable mit Erwartungswert 4 = 800m und Varianz o2 = 6400m? angemessen beschrieben werden
kann.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die verwertbare Fadenlénge eines beliebig heraus-
gegriffenen Kokons mindestens 750 m betrégt.
b) Welche verwertbare Fadenldnge eines beliebig herausgegriffenen Kokons wird mit der Wahrschein-
lichkeit 0,8 wenigstens erreicht?

¢) Wieviele Kokons miissen abgewickelt werden, damit mit mindestens 98 % Wahrscheinlichkeit die
Gesamtlinge der verwertbaren Seidenfiden mindestens 100000 km betragt?

Aufgabe 6
Eine Nachricht der Form ja wird durch miindliche Zwischentriger weitergegeben. Bei der Weitergabe
wird

e ja mit der Wahrscheinlichkeit 0,2 in nein und mit der Wahrscheinlichkeit 0,3 in jein verfélscht,

e nein mit der Wahrscheinlichkeit 0,2 in ja und mit der Wahrscheinlichkeit 0,3 in jein verfalscht und

e jein mit der Wahrscheinlichkeit 0,3 in nein und mit der Wahrscheinlichkeit 0,2 in ja verfalscht.
Dieses System wird durch eine homogene Markoffkette X mit der Zustandsmenge Z = {ja = 1,jein =
2,nein = 3} beschrieben. Der Anfangszustand ist X (0) = ja.

a) Stellen Sie die dazugehérige Ubergangsmatrix sowie den Ubergangsgraphen auf.

b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass der dritte Triger (X (3)) die Nachricht ja erhalt?

c) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit fiir folgenden Zustandsverlauf:
PX(0)=1)n(X(2)=1)N(X4)=1))?

Losung
Aufgabe 1
a) A und B sind unabhéngig, d.h. es gilt:
P(ANB) = P(4) P(B)
P(A)+P(B)—P(AUB) = P(4)-P(B)

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(A) P(B)

P(ZNB) = P(4)+P(B)-P(4) P(B)
1-P(Zna) = P(4)+P(B)-P(4)-P(B)
P(ANB) = 1-(1-P(4)-P(B)+P(4)-P(B)
P@NB) = 1-(1-P(A)-(1-P(B)
P(ANB) = (1-P(4)-(01-P(B))
P(AnB) = P(4)-P(B)

d.h. 4 und B sind unabhingig.
b) Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der Ereignisse A und B eintritt gilt:

c) Es gilt: P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)
= P(A)+P(B)-P(4)-P(B)
! et b
= 3T372'3
|2
= :
P(AnB) > 1-P(A)-P(B)
P(A)+P(B) -1
BT
173
1
= =
Des Weiteren gilt: P(Ar\B)5min(P(A),P(B))=%. Daraus folgt: <P(AnB Sé
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Aufgabe 2

a) Die Potenzmenge lautet:
PO = {0,{4}{B},{C},{D},{4,B},{A,C},{4,D},{B,C}.{B, D}
{C,D},{4,B,C},{4,B,D},{4,C,D},{B,C, D}, {4, B,C, D}}.

b) Modell: Kombination ohne Wiederholung (Auswahl von 2 aus (4 — 1)-Elementen ohne Beriicksich-
tigung der Reihenfolge)

‘C(z) ’: (4—-1) je 3 3! 3-2-1=
(4-1) 2 2 2| 1! 2:1-1

Die in Frage kommenden Méglichkeiten sind in diesem Fall {4, B},{A,C} und {B,C}.
c) Modell: Kombination mit Wiederholung (Auswahl von 3 aus 4 Elementen ohne Beriicksichtigung

der Reihenfolge)
=3 _ (4+3-1\ _ (6 6! _6:5-4-3-2-
|C4 ‘_( 3 =\3) T 313l 3-271-8-2- “20'

d) Modell: Permutation (Anordnung von 8 Elementen, wobei Substanz A zweimal, B dreimal, C einmal
und D zweimal vorkommt)

4.

(2,3,1,2)| _ 8! 0 8:7:6:5 3-2-1
iHS |* IS A TS I G T T e
Aufgabe 3
a) Da o poioz 1098 51 o8 1
Th= [sz o2 | = |1 4] 8ilt folgt  poion=2021 —p=3
b) Fiir die Berechnung des Winkels ~ gilt:
A 2pa’1a'2__1 2:3-1.2 1 2 =kt
T= 2 arctan ———5 ‘72 oy i arctan ics g arctan 3 — y = 16,85°.
Daraus folgt siny=0,200 , cosy=0,957
und damit wegen K = Q (z1;22) =1
a 0,75
- =2 z = =1,67
2 \/1 0,292 +4-0,9572 + 20,29 - 0,957 Pieds =k
und
b 0,75 :
= =9 2 - = 2,0745 =4,149.
2 \/1v0,9572+4-0,292—-2-0,29~0,957 R b 148
Al 7 %
c) Skizze: 7
b=4,149
Aufgabe 4

a) Es muss die folgende Bedingung gelten:

]ofx (z)dzél.
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Durch Einsetzen der Dichte fx (z) erhalt man:

i ® —a—1+17% o
/—c—dz=c~/idz=c‘ SEE DL sl =£.0+_L = © &y
gotl gatl a a z« a zg a-zg

o xTo =0
Die Konstante ¢ ergibt sich daraus zu: =qa-z§.

Damit gt fiir die Dichtefunktion: () _ { 22 firz > o
0 sonst.

b) Die Verteilungsfunktion lasst sich wie folgt bestimmen:

xz T z
Cl‘.’L'a 1 u7a71+1 z
Boge} = /fX(u)duzfua+?d“=a'z8‘_/ua+1d":a'$g'[—a—1+1]
—00 xg To t
u=e]® 17 1 1 x a
- o] e e 3] B
0 o 0

Die gesuchte Verteilungsfunktion lautet somit:

. 0 fiir z < o
FX(z)‘{l-(%ﬂ)" fiir @ > ao.
¢) Fiir @ =1 und 2o = 1000 lautet die Verteilungsfunktion aus Teilaufgabe b):
0 fiir z < 1000
FX('“’)={ 1- 199 fiir 7 > 1000.

Damit kann die gesucht Wahrscheinlichkeit P (X > 10000|X > 5000) wie folgt berechnet werden:
P(X >10000) _1- P(X <10000) _1- Fx (10000)
P(X >5000) 1-P(X<5000) 1-— Fx (5000)
1-(1- ) _ 1 (11— 1)

1000\ —
1-(-8%) 1-(-3)

P (X > 10000/X >5000) =

I
el
I
B

Aufgabe 5

a) Essei X3, X3, ... eine Menge unabhangiger A (800; 80%)-verteilter Zufallsvariablen. Fiir die gesuchte

Wahrscheinlichkeit gilt:
750 — 750 — 800 50
P(X1?750) = 1-P(X1<750)=1 d>( s )-1 @( 0 )—1 @( 80)
= 1-1+ $(0,625) ~ 0,7323,

wobei die Tabelle der Standardnormalverteilung herangezogen werden muss. Die Wahrscheinlichkeit,
dass die verwertbare Fadenlinge eines beliebig herausgegriffenen Kokons mindestens 750 m ist, ist
73,23 %.

b) Essei X1, X,... eine Menge unabhangiger NV (800; 802)-verteilter Zufallsvariablen. Die verwertbare
Fadenlinge wird mit der Randbedingung
wie folgt berechnet: P(Xy> 1) L 08
X; — 800 _ = — 800 x — 800 . z—800Y\
> = —_— | = < - == = B
Rixuza) P( 80 - 80) P(Y‘— 80) q’( 80) 98
Mithilfe der Tabelle der Standardnormalverteilung ergibt sich daraus fiir die gesuchte Fadenldnge
x:
—“"8300 =086 —z=7312m

D.h. mit der Wahrscheinlichkeit 0,8 betrigt die verwertbare Fadenlédnge mindestens 731,2 m.
Die Zufallsvariable S, = X1 + X2 + ...+ Xn,n € N ist N(n - 800;n - 80%)-verteilt. Gesucht ist nun
die Anzahl der abzuwickelnden Kokons n,n € N, fiir die gilt:

P (S, >10%) >0,98.

C,

<

Die Berechnung von n erfolgt wie folgt:

10® —n - 800 10® —n - 800
1-P(S8, <10%) >0, 1-0(—————)>0,98 & ——rn—— | >0,98,
(Sn <10%) >0,98 & ( W )_ “ ( NGB ),098

wobei die Eigenschaft ® (—x) = 1 — & (z) ausgenutzt wurde. Mithilfe der Tabelle der Standardnor-
malverteilung ergibt sich daraus die Ungleichung
die nach n wie folgt aufzulsen ist: 108 — n - 800

~—Vnw 220
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v

2,06-80 - Vri
800 - (v/n)® —2,06- 80- v/ — 10 0

(vn)* —2,06-0,1 - v — 125000 0
(v/n)? — 0,206 - v/ — 125000 0

0,206 £ 4/ (0,206 % + 4125000
Ja y/ (0,206)

2

vn 0,103 = 1/(0,103)* + 125000.

Als sinnvolle Losung ergibt sich hieraus fiir die Anzahl der abzuwickelnden Kokons n:

v v

v

v

v

V/n > 353,6564 — n > 125072,8532,
D.h. es miissen 125073 Kokons abgewickelt werden.

Aufgabe 6

a) Die Ubergangsmatrix der Markoffkette X ergibt sich zu
05 03 02
P=102 05 03].
02 03 05
Abbildung 1 zeigt den dazugehdrigen Ubergangsgraph der Markoffkette X:

as] /.'\E,/‘ e
og\&‘ o ¥ s

(e

Abbildung 1: Ubergangsgraph der Markoffkette X.
b) Zur Berechnung von P (X (3) = ja) bzw. von P (X (3) = 1), d.h. der Wahrscheinlichkeit, dass nach
3 Zwischentrigern der Empfiinger die Nachricht ja erhélt, muss
73) =57 (0)-P° :
mit $(0) = (1;0;0)7 (Anfangszustand ist ja) und der Ubergangsmatrix P aus Teilaufgabe a)
berechnet werden. Dabei ergibt sich fiir 7.
4 5 05 03 0,2 0,35 0,36 0,29
P°=P.P°=102 05 03| /026 04 034|= 10278 0,38 0,342].
02 03 05 0,26 0,36 0,38 0,278 0,372 0,35
Damit ergibt sich fiir (3): 7(3) = (1;0;0) - P'° = (0,305;0,372; 0,323).
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nach 3 Zwischentréigern der Empfénger die Nachricht ja erhlt
ist also P (X (3) = 1) = 0,305. D.h. nur in 30,5% aller Fille wird ein ja nach 3 Zwischentrdgen
auch als ja empfangen.
c) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann durch
PX(0)=)n(X@=1)n(X(4)=1))
= P(X(0)=1)-P(X(2=1X(0)=1) P(X@)=1X(@2)=1)
ausgedriickt werden. Zu deren Bestimmung muss der Anfangszustand 7 (0) = (1;0;0) und die
Ubergangsmatrix P verwendet werden. Dabei ergibt sich
P(X(©0)=1) = 1
P(X(2)=1X(0)=1) (7 (2)), = 0,35
PX@)=1X(@2)=1) #(2)), = 0,35,

wobei (7(2)), den ersten Eintrag von 7 T(0) - P'? bezeichnet. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir
den gegebenen Zustandsverlauf ergibt sich damit zu:

[0,305 0,372 0,323:|

P((X(0)=1)N(X(2)=1)N(X(4)=1))=1-035




