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Zufallsvariablen

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Disjunkte Ereignisse sind in höchstem Maße abhängig!

Anm: Die Multiplikationsregel kann man sich aus der Definition (s.o.)
bedingten Wahrscheinlichkeit durch Umformen herleiten → nichts neues!

Die Funktion heißt Verteilungsfunktion

der Zufallsvariablen X (dabei ist x reell).

P  A∣B=1−P A∣BGegenereignis:



Kennwerte von Zufallsvariablen

E(X)=

E(X)=µ

Cauchy-Dichte: ( hat keinen
Erwartungswert ! )

Für diskrete ZV berechnet man

Beispiel:

=E(X²) - ( E(X) )²





Spezielle 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

mit



Werte von F(x) bzw. Φ(X) kann man der Tabelle der
Standardnormalverteilung entnehmen (Achtung: ZV 
muss normiert sein!)



Fortsetzung Normalverteilung

Mehrdimensionale
Zufallsvariablen

Normierung : meist 1.Schritt bei
Aufgaben mit normalverteilten ZV

Rechenregeln für Normalverteilung
−y =1−y 
P  y1≤Y≤ y2= y2− y1

Bemerkungen zur Normalverteilung

Standardnormalverteilung:
Erwartungswert E(X)=μ=0 ,      Varianz D²(X)=σ²=1,
Standardabweichung D(X)=σ=1



Randdichten (wenn ZV diskret)

Bedingte Dichte

stets zwischen -1 und +1

Vorzeichen ist für die 
Ähnlichkeit unbedeutend

Randdichten



Funktionen 2-dim. ZV Aus normalverteilten abgeleitete ZV

wichtig: cov(Xn,Xn)=var(Xn)

=C exp(-0,5 Q(x1,x2))

Gesetze der großen Zahlen und Grenzwertsätze
Indikatorfunktion

Die Wahrscheinlichkeit P(a) ist nicht der Grenzwert der relativen
Häufigkeit. Man sagt, die relative Häufigkeit konvergiere in Wahr-
scheinlichkeit gegen die Wahrscheinlichkeit.

zweidimensional:

Z=
Achtung, hier ungewohnt: ZV in 
Verteilungsfunktion einsetzen

Anmerkung: F-1 bei Normalverteilung
nicht bekannt !

eineindeutig

Sind X und Y unabhängig, erhält man:

Sind X und Y unabhängig, erhält man:

Varianz

Klaus
Typewriter

Klaus
Typewriter

Klaus
Typewriter

Klaus
Typewriter

Klaus
Typewriter



Bemerkung:

Grundlagen stochastischer Prozesse (SP)

Scharmittelwerte

k-tes Moment

bei stark stationären gilt für AKF:

Def. (schwach) stationär:
Erwartungswert (1.Moment) konstant und es gilt

Jeder stark stationäre Prozess ist schwach stationär.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht!

Bei stationären SP gilt:

Autokovarianzfunktion

Autokorrelationsfunktion (AKF)



Für normalverteilte SP sind schwache und starke
Stationarität dasselbe!

SP X(t), Y(t) heißen gemeinsam stationär wenn sowohl
X(t) als auch Y(t) stationär ist und ihre KKF nur von Zeit-
differenzen abhängt. Dann gilt:

Def: SP X(t), Y(t) heißen stochastisch unabhängig wenn
gilt:

unkorreliert

Komplexwertige SPs

AKF

=

KKF:
SPs,

So gilt

folgt:

Zeitmittelwerte

Das Leistungsdichtespektrum

Kreuzkorrelationsfunktion (KKF)

Kreuzkovarianzfunktion

mit inverser FT:

Mittlere Leistung



Für reelle stationäre SP:

Kreuz-Leistungsdichtespektrum:

konj. komplex:

für gemeinsam stationäre reelle:

Zeitdiskrete Zufallsprozesse

k-tes Moment

Autokorrelationsfolge

Für stationäre SPs:

Spezielle SPs
Gaußsches Weißes Rauschen

Leistungsdichtespektrum

AKF

Bemerkungen zum Gaußschen Weißen Rauschen

- Mittlere Leistung ist nicht endlich
- Realisierungen sind Distributionen

In der Anwendung benötigt: tief-/bandpassbegrenzt:

Für tiefpassbegr. Rauschen gilt:

Die Realisierungen sind beliebig oft diff'bare Fkt.

Tiefpassbegr. komplexes Rauschen:

AKF

Mittl. Leistung

Poissonprozess
Forderungen:
Wahrscheinlichkeiten für eintreffende Pakete:

Wahrscheinlichkeit ist unabhängig von der Lage von Δt,
Prozess ist gedächtnislos

Der Poissonprozess ist nichtstationär (folgt aus E{X(t)}

Mittlere Ankunftsrate:

Die ZV X(t) ist eng um den Erwartungswert verteilt.



Schätzwert λ= Mit n: Zahl der Pakete von Zeit 0 bis t

Bei einer mittleren Ankunftsrate λ ist die mittlere Differenz
Zwischen zwei Ankünften 1/λ.

Markoffprozesse, Markoffketten

Die Zunkunft eines Martoffprozesses hängt nur von der
Gegenwart und nicht von der Vergangenheit ab.
Definiere:
Zustandsmenge Z (ganzzahlig)
Zeitparametermenge T={t0,t1,...,tm,...} 

(abzählbar, nicht unbedingt äquidistant)

Zeilensumme muss stets 1 sein!

Übergangs-
matrix:

Zyklostationäre Prozesse
(SP)

Über eine Periode
Gemittelte AKF

Mittleres Leistungs-
dichtespektrum

mi=0 auf dem Rand

p k = pT 0⋅Pk = pT 1⋅P k−1= pT 2⋅Pk−2 ...

Mit pT(0): Zustandsvektor zu Beginn
P: Übergangsmatrix (siehe links unten)

p t1= pT t⋅P

Außerdem muss die Zustandsmenge endlich sein!

A(nT) stationär
g reell

Fourier-
Transf.

Bernhard Stiehle 14.Feb.2012
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