Ein endlicher Ergebnisraum ist eine nichtleere Menge Q = (£,
&, ...,En}. Die Elemente &, € §) heiflen Ergebnisse. Jede Teilmen-
ge A C O wird als Ereignis, jede einelementige Teilmenge {€,} C {2
wird als Elementarereignis bezeichnet. Der Ergebnisraum () und
die leere Menge 0 sind stets Ereignisse, (1 heift das sichere, 0 das
unmogliche Ereignis.

Aus einem endlichen Ergebnisraum 12 lassen sich

1 unmégliches Ereignis (die leere Menge 0),
M) einelementige Ereignisse,
(g) zweielementige Ereignisse,
(W) (N — 1)-elementige Ereignisse und
1 N-elementiges Ereignis (der gesamte Ergeb-
nisraum ()
konstruieren.

Die Menge aller Ereignisse ist hier also die Potenzmenge P(£2) des Ergeb-
nisraums 2. Die Anzahl der Ereignisse ist dann

(£)»

Sind A und B Ereignisse und gilt AB = 0, so heifen A und B dis-
Jjunkt oder unvereinbar.

N

PO =3

n=0

De Morgan:
AUB=ANB
ANB=AUB

LAPLACE

Tritt bei N unabhingigen Wiederholungen des durch 2, PB() be-
schriebenen Zufallsexperiments A € P(N) genau hy(A)-mal ein, hei-
JBen hy(A) die absolute Haufigkeit und

Hy(4) = théA) (2.2-1)
die relative Haufigkeit von A in N Versuchen.
VA e B(N): Hnv(A) =1 - Hyn(A)

VA, B € B(Q):

| Hn(AUB) = Hy(A) + Hy(B) — Hy(AB) |

Treten alle Elementarereignisse {£,};n = 1,2, ..., N; eines endli-
chen Ergebnisraums Q = {&;,&, ..., En} gleich hiufig auf, ist das zu-
gehdrige Zufallsexperiment ein Laplacesches Zufallsexperiment.
In einem Laplaceschen Zufallsexperiment ist

Anzahl der Elementarereignisse {£,} C A

P(A) =
(4) Gesamtzahl der Elementarereignisse

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Beispiel: Eine Urne enthdlt N (bis auf die Farbe) gleiche Kugeln, von
denen M rot und N — M weif sind. Aus der Urne werden zufillig n Kugeln
gezogen.

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(A) dafiir, daff unter den n
gezogenen Kugeln k rote und n — k weifle sind?

(b) (k)
(2)

n

Py = (hypergeometrische Verteilung)

KOLMOGOROFF

Ein nichtleeres System B von Teilmengen eines Ergebnisraums 0
heifit o-Algebra (iiber ), wenn gilt

(i) AeB=>Aem,
(ii)

(2.3-1)

o0
An€Bin=1,2,..;= |J A4, €B. (2.3-2)
n=1

€ und @ liegen stets in B,

Somit lafit sich aus jedem Teilsystem M C P(Q) eindeutig eine o-Algebra
B = B(M), nimlich die von M erzeugte o-Algebra, konstruieren, fiir
die gilt:

W(M) D M

Ist B’ D> M eine o-Algebra
= B’ DO B(M),
d.h. B = B(M) ist die kleinste o-Algebra, die M enthilt.

Ein wichtiges Beispiel einer o-Algebra iiber dem iiberabzihlbaren Ergebnis-
raum {? = R ist die aus der Menge der halboffenen Intervalle O = {(a,b] C
R} erzeugte o-Algebra B(0). Sie wird auch Borelsche o-Algebra ge-
nannt.

Ein hochstens abzdhlbares System {4, € B : ApA, =0, k # n} heifit
vollstindige Ereignisdisjunktion (im engeren Sinne), wenn gilt
e =]

U A4, =

n=1

Kolmogoroffsche Axiome:

Gegeben seien ein Ergebnisraum § und eine geeignete o-Algebra B iiber 0.
Die Elemente von ‘B sind also die Ereignisse des Zufallsexperiments. Eine
Funktion P, die jedem Ereignis A € B eine reelle Zahl zuordnet, erfiille

Axiom 1: VYA€ B: P(A) >0 (2.3-4)
Axiom 2: P =1 (2.3-5)
Axiom 3: Fiir paarweise disjunkte Ereignisse 4,, € B;
n=1,2,...;glt
=< o0
P (EAn) =3 P(An). (2.3-6)
n=1 n=1

P(A) heifit Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Damit kann fiir jedes Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge 2, einer
geeigneten o-Algebra B iiber  und der Wahrscheinlichkeit aus Definiti-
on 2.3-3 ein Wahrscheinlichkeitsraum (§2,B, P) zur Modellierung des
Zufallsexperimentes gefunden werden.

(i) P@) =0
(ii) P(A) =1- P(A)
(%ii) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB)

Fir eine vollstindige Ereignisdisjunktion {A, € B : ArA, = 0,k #
n} folgt

o0
P (ZA,,) =P)=1. (2.3-14)
n=1
A,B€ B mit BC A= P(B) < P(A)
Kombinatorik
\ussrabl von K as Permutation Kombination Variation
‘ Hh\_m_] von b ans Anordmingen in bestimmter| Answahl olne Beachtung | Auswahl mit Beachtung, der
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

A, B € B und P(B) > 0. Dann heifit

P(AB) _ P(A,)P(B|4,)
P(B) P(B)

P(A|B) =

(3.1-1)

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Gegenereignis:|P(A4|B)=1-P(A|B)

Im allgemeinen ist P(A|B) # P(B|A). Es gilt die Beziehung

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A). (3.1-2)

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|B) erfiillen fiir festes B € 8
die Kolmogoroffschen Axiome. Bedingte Wahrscheinlichkeiten iiber ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (02,8, P) sind dort also auch Wahr-
scheinlichkeiten [Kol33].

Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten:
Anm: Die Multiplikationsregel kann man sich aus der Definition (s.o.)
bedingten Wahrscheinlichkeit durch Umformen herleiten — nichts neues!

P(AB) = P(B)P(A|B)  P(AB) = P(A)P(B|A).

@ wiederholte Anwendung der Multiplikationsregel auf den Durchschnitt
N zufélliger Ereignisse liefert:

P (ﬁlA,,) =P(A,)P (ﬁzA,JAl)

N
= P(A;)P(A2) A1) P ( f:] A,,JAlA-Z)

= P(A1)P(A2|A;)P(A3) A1 4s) - --
...P(ANﬁNﬁlA )
n=1 "

(3.1-4)
\_ _/

Die Ereignisse A, (1 < n < N) seien eine volistindige Ereignisdis-
Junktion und es gelte P(A,) > 0 V¥n. Dann folgt fiir jedes B € B die
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

N
P(B) =) P(B|A:)P(As) (3.1-5)
n=1
und, wenn P(B) > 0 ist, die Formel von Bayes
P(4,15) = -PElAP () (3.1.6)
ZzllP(BlAn)P(An)

Die Wahrscheinlichkeiten P(A,|B) werden a posteriori Wahrscheinlich-
keiten genannt, da sie die Wahrscheinlichkeiten der A4,, nach Eintreten von
B angeben. Im Gegensatz dazu sind die P(A,,) die a priori Wahrschein-
lichkeiten fiir das Auftreten der A,,.

Gilt fir A,B € B

P(A|B) = P(A)

heifit A unabhingig von B.

D.h. wenn A von B unabhingig ist, ist auch B von A unabhingig.
Man sagt A und B seien voneinander unabhingig.

Mit Gleichung (3.2-2) wird oft die Unabhingigkeit von A und B defi-
niert. Diese Definition ist dquivalent zu (3.2-1), wenn P(B) > 0 ist.

Weil AB C B und AB C A, gilt (3.2-2) auch, wenn P(A) = 0 oder
P(B) =0 ist.

Die Ereignisse A, € B (n=1,2, ..., N) heifien vollstindig unab-
héngig, wenn fiir jedes K € {2,3, ..., N} und beliebige natiirliche
Zahlen 1 < iy <io < ...ixg <N

K K
P A ) = | P(As, ; 3.2-4
() =Tre 629

Disjunkte Ereignisse sind in héchstem MaRBe abhéngig!

Zufallsvariablen

Eine Funktion X = X(£): 0 - R.

die jedem Ergebnis £ € () eine reelle Zahl zuordnet, heifit Zufalls-
variable, wenn das Urbild eines jeden Intervalls (—00,a] C R ein

Ereignis aus B ist: X'l((—@o,a]) €B, VaeR

Die Funktion heil3t Verteilungsfunktion

F(z) := P(X < 1)

der Zufallsvariablen X (dabei ist x reell).

Aus Bild 4.1-1 lassen sich folgende Eigenschaften von F(z), die allgemein
fiir Verteilungsfunktionen gelten, ablesen:

1. F:R— [[), 1] 3. F(z) ist monoton nichtfallend:
9 Em F{x) -0, Ty < T3 = F(z1) < F(x2)
e 4. F(z) ist rechtsseitig stetig:
zlgnge F(z)=1 F(z+0) = limF(z + h) = F(z) Vz € R

Die Zufallsvariable X heift diskret, wenn ihr Wertebereich eine end-
liche oder hichstens abzihlbar unendliche Menge ist.

Eine Zufallsvariable X heifit stetig, wenn eine integrierbare Funktion

fle)20vzeR (4.1-5)
existiert, so daf sich die Verteilungsfunktion F(z) Vz € R in der
Form

Flz) = / F(u) du (4.1-6)
oo
schreiben lifit. f(z) heifit Dichte von X.
[ 1@az=1
Die Dichte
f(z) = { 3 firzel-mm (4.1-7)
0 sonst

beschreibt eine Gleichverteilung iiber dem Intervall [—m, 7), siche Bild
4.1-3.

fix}

1
| |2
0

- ™

Bild 4.1-3: Gleichverteilungsdichte iiber [, )



(ii) Durch

f(z)= (4.1-8)

1 ( :1:2)
——exp | -2
Var P\ T2
ist die Dichte der Standardnormalverteilung gegeben (Bild 4.1-4).
(x)

Van,

L— T T

T T T T X
4 3 2 1

|
o 1z 3

Bild 4.1-4: Dichte der Standardnormalverteilung A(0; 1)

Die Verteilungsfunktion F(x) ist gemaf (4.1-6) eine Stammfunktion der

Dichte f(z). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ergibt sich daraus

P21 < X < 7) = F(z3) — Flay) = ff(a:) d,

z1

(4.1-9)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal X einen Wert aus dem Intervall (x1, 2]
annimmt, ist daher durch die Fliche unter der Dichte {iber diesem Intervall
gegeben. Insbesondere folgt bei stetigen Zufallsvariablen Va:

P(X =1) = lim P(z < X <2+ Ag)
T —b

z+Ax
= lin'lD f flz)dz

Ax—
z

=0 (4.1-10)

Folgerung:

Fiir eine stetige Zufallsvariable X verschwinden alle Wahrscheinlichkeiten

der Form P(X = z), obwohl die Ereignisse {¢;X = z} nicht mit dem

unmdglichen Ereignis zusammenfallen miissen. Bild 4.1-5 zeigt die geome-

trische Deutung der Wahrscheinlichkeiten und des durch
Pz < X <z +dx) = dF(z) = f(z)dz

definierten Wahrscheinlichkeitselements

(4.1-11)

Mathematisch (wegen der fehlenden Stetigkeit/Integrierbarkeit der Dichte)
nicht einwandfrei, aber fiir Anwendungen oft niitzlich, schreibt man fiir die
»Dichte* einer diskreten Zufallsvariablen, deren Einzelwahrscheinlichkeiten
durch (4.1-4) gegeben sind, auch

fle) = iP(X=xn)5(z—:vn) (4.1-12)

n=1

dF(x)

o — r@

Funktionen von Zufallsvariablen
Beispiel:

Y=aX+ba>0 y_b
1. (y=b Fy(y) =Fy|—
fr(y)=-fx (— X a
a a
Mit Y = ¢ X + 1, 0 > 0, ergibt sich aus der standardnormalverteilten
Zufallsvariablen X die allgemeine A (y; o2)-verteilte Zufallsvariable ¥
mit der Dichte

1 (y—m)?®
= - . 4.2-
fr(y) o exp( 53 (4.2-4)
Allgemein gilt: Wenn x,, 3, ...,zn die reellen Wurzeln der Gleichung

y = g(z) sind, kann die Dichte der Zufallsvariablen ¥ = g(X) in der Form

o~ fx(@n)
friy) =) == (429
0= 210 )
geschrieben werden, worin dann natiirlich die z,; n=1,2, ..., N; Funk-

tionen von y sind. Dabei ist selbstverstéindlich der Definitionsbereich der
Funktion g(z) zu beachten.

Kennwerte von Zufallsvariablen

Im Falle seiner Existenz heif§it

20

E(X) = /zf(x)dz

-0

(5.1-1)

Erwartungswert oder auch Mittelwert der Zufallsvariablen X .

Fur diskrete ZV berechnet man
E(X)= Zznpu
n=1

Cauchly-chhte: ( hat keinen

flz) = = VR P (A>0)  Erwartungswert ! )

X sei eine A'(u; 02)-verteilte Zufallsvariable, d.h. ihre Dichte ist nach
(4.2-4)

f) = E(X)=u

z*#)z)_

202

Vars ¥ (7(

Im Falle seiner Ezxistenz heifit der Erwartungswert

(5.1-3)

E(X* = ?Oxkf(m) dz

das k-te Moment der Zufallsvariablen X. Der Erwartungswert

oo

(X -EOM) = [ - EQOL* f(@)ds

-0

(5.1-4)

ist das k-te zentrale Moment der Zufallsvariablen X .

Von besonderer Bedeutung ist das durch
D*(X) = B ([X - E(X)) = var(X)=E(X?) - (E(X) | (5.1-5)

gegebene zweite zentrale Moment. Es heifit Varianz (oder auch Dispersi-
on) der Zufallsvariablen X.

p(X) = VE(IX - BX)P)|
ist die Standardabweichung der Zufallsvariablen X.

2

Varianz einer N (u; o?)-verteilten Zufallsvariablen: = o

Eine A(p; 02)-verteilte Zufallsvariable hat den Erwartungswert g und die
Varianz ¢2. Thr k-tes zentrales Moment ist allgemein ([Pro95], S.41):

1-3---(k—-1)¢* falls k gerade

(5.1-6)
0 falls k ungerade

B[(X - "] = {

D.h.: Sind von einer Normalverteilung Mittelwert und Varianz bekannt,
kennt man simtliche Momente dieser Verteilung.

Ist Y = g(X) eine Funktion der Zufallsvariablen X (vergleiche Abschnitt
4.2), folgt fiir deren Erwartungswert

E(Y) = B(g(X)) = [ o(x)f(z) da. (5.7




Fiir diskrete Zufallsvariablen ergibt sich daraus mit (4.1-12) der Spezialfall

E(Y)=Y P(X =2,) f o(2)8(z — 2,) da
n=1 %o
=Y g(za) P(X = zp).
n=1

Eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert m = E(X) und der Varianz
o2 wird durch

_X-m
T o

Y

(5.1-8)

in eine standardisierte Zufallsvariable Y, die den Erwartungswert 0 und die
Varianz 1 besitzt, transformiert.

Ein Wert, fiir den die Dichtefunktion f(z) ein lokales Maximum an-
nimmt, heifit Modalwert der stetigen Zufallsvariablen X.

Einen Wert w,, der den Ungleichungen

PX<z,)<p,P(X >z,)<1-p (0<p<]) (5.1-9)

geniigt, nennen wir p-tes Quantil.

Ist X eine stetige Zufallsvariable, ist ein p-tes Quantil ein Wert z,,
fiir den

F(:‘:p) =P

gilt. Es kann vorkommen, da§ z, nicht eindeutig ist. Dann existieren
mehrere Werte z,, mit denen die Ungleichungen (5.1-9) erfiillt sind.

Ein Quantil der Ordnung p = 1 heifit Median der Zufallsvariablen
X.

Die Lage von Erwartungswert, Modalwert und Median zueinander
zeigt Bild 5.1-1 fiir ein Beispiel. Diese drei Werte fallen fiir normal-
verteilte Zufallsvariablen zusammen.

f{x)

X
~——
Erwartungswert

Modalwert
Median

Bild 5.1-1: Lage von Erwartungswert, Modalwert und Median

Der Erwartungswert von Y = | X — E(X)|* heifit absolutes zentrales
Moment k-ter Ordnung.

Charakteristische Funktion

Der Erwartungswert

| ¢(s) = E(¢*¥), s R | (5.2-1)

heifit charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X .

p(s) = / €'°” f(z) dx. flx) = -2-17_1' / o(s)e™7*% ds|

Fiir diskrete Zufallsvariablen folgt

o(s) = i e " P(X = z,)
n=1

X sei N(0;1)-verteilt.
o2
o) =en(-5)

Fiir die N (u; 0?)-verteilte Zufallsvariable
Y=cX+p

folgt daraus:

prls) = oo (-5F)

Existiert das k-te Moment der Zufallsvariablen X, ist es durch

¢ (0)
J'k

E(X*) = L (k=1,2,..) (5.2-6)

gegeben.

()

~¢"(0) + [¢' (O)] -

D*(X) =

Ist X eine Zufallsvariable, die nur nichtnegative ganzzahlige Werte n
(n=20,1,2,...) annimmt, heifit

¢(z) = E{zX} = i "P(X =n)

n=0

(5.2-7)

(zeG)zl< 1)

die erzeugende Funktion von X.

Wegen y(1) = ¥ oo g P(X = n) = 1 konvergiert 1(z) fiir |2| £ 1 absolut
und gleichmiBig. ¢(z) ist stetig. Die Funktion ¢(z) bestimmt in eindeutiger
Weise die Verteilung von X, d.h. die Werte P(X = n), da sie sich nur auf

genau eine Weise als Potenzreihe darstellen 1ift.

Existiert das k-te Moment von X, 148t es sich mit Hilfe der Ableitungen der
Funktion 9(z) bis zur Ordnung & bestimmen.



Spezielle
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Zweipunktverteilung

Die Zufallsvariable X besitzt eine Zweipunktverteilung, wenn sie genau zwei
Werte ¢y und 2 (22 < z,) mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen kann.
Eine andere Bezeichnung fiir die Zweipunktverteilung ist Bindrverteilung.
Insbesondere ergibt sich fiir z; = 1, z; = 0 die Null-Eins-Verteilung,.

Es wird ein Versuch ausgefiihrt, bei dem entweder das Ereignis
A={X =2} oder A={X = x5} eintritt.

P(4) = P(X =21) =p
PA)=PX=z)=1-p

0 fiir z < xo

F(z)

1-p firz; <z <2y
1

fiir z > 1,

E(X)=z1p+22(1—p)
D*(X) = (z1 — z2)’p(1 - p)
‘P(S) = ejsz; +P [ejsxl _ ejs:c-z]

Binomialverteilung

Grundlage der Binomialverteilung ist das Bernoullische Ver-

suchsschema:

Es werden N voneinander unabhéngige, sonst jedoch identische

Versuche mit jeweils zwei Ausgingen (A,A4) durchgefiihrt mit
P(Ay=p (O<p<l).

Wir betrachten die diskrete Zufallsvariable Xy, die die Anzahl

der Versuche (von insgesamt N), in denen A eintritt, zdhlt. Xy

kann also die Werte n = 0,1, ..., N annehmen.

Fiir N = 1 ist X null-eins-verteilt.

P(Xn = K) = (o -p*~*

F@) = Y (3 )p<a-p"

K<z
E(Xy) = Np
D*(Xn) = Np(1 - p)

(s) = [L+p(e* — 1))~

N und p sind die Parameter der Binomialverteilung.

Die absolute Hiufigkeit X hn(A) eines Ereignisses A mit
p = P(A) in N unabhingigen Wiederholungen eines Zufallsexpe-
riments unterliegt einer Binomialverteilung mit den Parametern N

und p:

Fiir die relative Haufigkeit Hy(A) = fhn(4) gilt also, wenn
sie als Zufallsvariable interpretiert wird,

E(Hn(A)) =p= P(4)

D4 = 2P

Polynomialverteilung

Ein Versuch werde N-mal wiederholt. Als Ergebnis jedes Versuchs
kann eines der paarweise einander ausschliefenden Ereignisse A;
(7 =1,2, ...,741) mit der Wahrscheinlichkeit p; = P(A4,), wobei
p1+p2+ -+ pry1 = 1 gilt, eintreten.

Wir betrachten die vektorwertige (vergleiche Kapitel 7), diskrete Zufallsva-
riable (X1, Xy, ..., X;41)7, wobei X; = K bedeutet, daB A; genau Kj-mal

eintritt.

P(Xl =K1,X2=K2, ---;Xr+1 IK,-.H) -

— N! K, K: Krt1

_KII-KE!---K,,H!'pllpzzm P
wobei K} + Ky +---+ Kpq1 = N ist.
Xi+Xe+---+ X,y = N,
Xep1 =N - X, — X, 4 —---— X,
P(X]ZKl,X2=Kg,...,X :K,-)Z

N! K
— o1 K2 K. N-K
Kl KN —K) PvPzped

Mt K=Ky +K+-+ Ky, gq=1-p—pp—~ps

Poissonverteilung

Die diskrete Zufallsvariable X habe die durch (6.2-1)

_[NY
P(Xny=K)=
( )= )P
gegebene Binomialverteilung. Gilt mit der Konstanten A > 0 fiir N =
1,2,3, ... die Beziehung

Kl—-pN ¥

P=5 (6.4-1)
dann ist
. AR
Nh_erP(XN =K)= e (6.4-2)

N

Definition 6.4-1

Eine Zufallsvariable X, die die Werte K =0,1,2, ..
scheinlichkeiten (6.4-2)

_

. mit den Wahr-

AK
P(X =K)=25e¢ (A>0)

annimmt, ist mit dem Parameter \ poissonverteilt.

(s) = exp(A(e?® — 1))

\E(X) =A, D?(X)=2A,

Mit wachsendem N (bei konstantem A) werden die graphischen Darstellun-
gen von Binomial- und Poissonverteilung einander immer dhnlicher.

03

01 23 4587 88w I
(B) N=10; p=0,15

o 1 12 Il 4 5 8 7 8 8% W ¥
fa) N=5; p=0,3

Bild 6.4-1: Approximation der Binomialverteilung durch die Poissonvertei-
lung (nach [Fis70])




Die Einzelwahrscheinlichkeiten px = P(X = K) einer poissonverteilten
Zufallsvariablen X geniigen der Rekursion

po=e?

A
Pk =Pk K=12... .

Hypergeometrische Verteilung

In einer Urne liegen M schwarze und N — M weile Kugeln. Der
Urne werden zufillig n Kugeln entnommen. Die diskrete Zufallsva-
riable X beschreibe die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln.
Es folgt (vergleiche Abschnitt 2.2)

GHE

G
Eine Zufallsvariable X mit Einzelwahrscheinlichkeiten nach (6.5-1)
unterliegt einer hypergeometrischen Verteilung.

M nM(N — M)(N - n)
=y D=
Fiir eine mit den Parametern n, M, N — M hypergeometrisch verteilte

Zufallsvariable X gilt fiir p= % und festes n:

P(X =k) = k=0,1,2,...,n. (6.5-1)

E(X)

n

s _ _ ki1 _ yn—k
Jim P(X = k) = (k)P (1-p)
firk=0,1,...,n
Das heifit, daff fiir grofle N (Faustregel: & < 0,05) die hypergeo-

metrische Verteilung niherungsweise der Binomialverteilung mit den
Parametern p = % und n entspricht.

. _ _ n k. _n—k H —_ M —_ M
J,\}1_r>r§x:1:'(}{—ic.'}—(k)pq rmtp—ﬁ,Q—l*F.
Die (stetige) Gleichverteilung

Fine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte
1 .
7= fira<z<b
fl@)=4"
0 sonst
heifit gleichverteilt iber dem Intervall [a,b).
0 firr<a _ l( +b
F(z)={ =2 fira<z<b E(X) =3(a+?)
1 fiirz>b
= 1 b -a
2y = .
EX)=3=2 73
2 2 2 (b—a)®
D*(X)=E(X*)-E (X)=—12'—
e;,isb _ ejsa
(p(s) - js(b—a)
fix) Fix}
1
B
ba /
| a b X | a b *

Bild 6.6-2: Dichte und Verteilungsfunktion einer iiber [a,b) gleichverteilten
Zufallsvariablen

Exponentialverteilung
Fine Zufallsvariable X mit der Dichte

0 firz <0

f(z) =
Ae A fiirz >0

,A>0

heifit exponentialverteilt mit dem Parameter .

. < 1
F(x): 0 fUI‘I_O DE(X):’XE
1—e* fiirz>0 .
1 59(5): :

X
|

Bild 6.7-1: Dichte und Verteilungsfunktion einer exponentialverteilten Zu-
fallsvariablen (schematisch)

Die Normalverteilung

FEine Zufallsvariable X ist normalverteilt (gau3verteilt ), wenn th-

re Dichte durch
1 (z— u)z)
exp | — , >0,
V2no P ( 202

flz) = (6.8-1)

gegeben ist.

Die Normalverteilung wird mit Recht als die wichtigste Verteilung der
Wahrscheinlichkeitstheorie angesehen. Thre Bedeutung beruht vor al-
len Dingen darauf, dafl Zufallsvariablen als normalverteilt angesehen
werden kénnen, die durch additive Uberlagerung einer groBen Zahl von
unabhéngigen zufilligen Einfliissen (d.h. Zufallsvariablen) entstehen,
wobei jede der einzelnen Zufallsvariablen einen im Verhiltnis zur Ge-
samtsumme nur unbedeutenden Beitrag liefert (vergleiche Abschnitt

7.8).
I s
= ﬁfﬂ_f exp( 2 dt, c >0

Werte von F(x) bzw. ®(X) kann man der Tabelle der
Standardnormalverteilung entnehmen (Achtung: ZV

muss normiert sein!)
as

2 ) E(X)=u DYX)=¢*

F(z)

p(s) = e’ exp | -

1-3---(k—=1)o* falls k gerade
E[(X -p)*] =
0 falls k ungerade
fix}
po p pto x
Fix]
0.5+
/ : .

Bild 6.8-1: Dichte und Verteilungsfunktion einer A'(u; 02) verteilten Zufalls-
variablen



Fortsetzung Normalverteilung
Die Verteilungsfunktion ®(z) der N'(0; 1)-Verteilung ist tabelliert (siche An-
hang D). Mit
X Normierung : meist 1.Schritt bei

Y== Aufgaben mit normalverteilten ZV

wird die V(p; o?)-verteilte Zufallsvariable X in die A'(0; 1)-verteilte Zufalls-
variable Y transformiert.

Rechenregeln fiir Normalverteilung
P(—y)=1-2(y)

P(y,<Y<y,))=P(y,)-®(y,)

Standardnormalverteilung:
Erwartungswert E(X)=p=0 Varianz D*(X)=02=1,
Standardabweichung D(X)=0=1

Bemerkungen zur Normalverteilung

flx; . o)

Bild 6.8-2: Einfluf} der Parameter p und o2 auf die Normalverteilungsdichte

o ) e ()

mit der (Gauﬁschen) Fehlerfunktion

f/ ’ .

Die komnlementare Fehlerfunktion ist
o0

2 2
erfc(z) =1 —erf(z) = — /e_t dt
VT

erf(z

F(z) —1——erfc(\/_a)

erf(—x) = —erf(z),
erfc(—x) = 2 — erfe(x),
erf(0) = erfe(oo) = 0,

erf(oo) =erfc(0) = 1.
Q-Funktion
=2Q(V2z),

Q(z) = &:fﬁp (*%) dt Q(z) =1-&(z),

\\wobei ®(z) die Verteilungsfunktion einer A'(0; 1) verteilten ZufallsvariaW
ist.

Fiir die N(; 02)-verteilte Zufallsvariable X gilt:

erfc(z

Plu-oc<X<p+o) =068
Plp—20 < X < p+20) =0,955
P(p—30 < X < p+30) ~ 0,997

Weibullverteilung

FEine nichinegative Zufallsvariable X geniigt einer Weibullvertei-
lung mit den Parametern 8 > 0 und 6 > 0, wenn sie folgende Dichte

hat:
=5)" e {- G} +o

F(:v)-'l—exp{ (9)6} , T

flx)

> 0.

Bild 6.9-1: Einflul des Parameters 8 auf die Dichte der Weibullverteilung

Erwartungswert und Varianz werden berechnet mit Hilfe der Gammafunk-

tion:
oo
= / u®
]

E(x):ﬂ[‘(%-&-l)

var(X) = B(X%) - E(X)?=¢°T (% + 1) -6 [I‘ (% + 1)]2

Fiir § =1 ergibt sich die Exponentlalverteﬂung mlt A=3 L und fiir § = 2
ergibt sich die Rayleighverteilung mit §2 =

I'(z) te7¥du, >0

E(X?) =6°T (§+1)

Mehrdimensionale
Zufallsvariablen

Anders ausgedriickt: Praktisch alle Werte von X liegen innerhalb der 3eo-
Grenzen p — 30 und u + 3o.

Eine vektorwertige Funktion

X=X@E:0-R", (7.1-1)

die jedem Ergebnis £ € Q) einen Vektor £ = (z1,%2, ...,on)T zuord-
net, heiffit mehrdimensionale Zufallsvarlable wenn das Urbild ei-
nes jeden Intervalls I; = (—c0,a1] x (—00,a2] % -+ - % (—00,an] C RN

ein Ereignis ist:

XYI;)eB, vieRY (7.1-2)

Die Funktion
F(Z) Y IN)
:P(XISII,XQ Sm2|-”1XNS:rN)

der mehrdimensionalen Zufallsvariablen X heifit Verteilungsfunk-
tion von X.

=F($l,$2a ..

Durch partielle Ableitungen der Verteilungsfunktion F(Z) nach allen
Variablen ergibt sich die Dichte der mehrdimensionalen Zufallsva-
riablen X

3}\’

f{-\":) = 6.1'1 (91172 BIN

F(). (7.1-4)




Im folgenden spezialisieren wir uns, wenn nicht ausdriicklich anders gesagt,

auf den Fall zweidimensionaler Zufallsvariablen.

o* ?
—_— = — F
Oz Oxo Far, 22) 0z, 0o )

Fiir zweidimensionale Zufallsvariablen X = (X1, X2)T kénnen beide Kom-
ponenten stetig oder diskret verteilt sein. Es kann aber auch eine der Kom-
ponenten stetig und die andere diskret verteilt sein.

Sind beide Komponenten diskret verteilt, schreibt man #hnlich wie in
(4.1-12) fiir deren ,,Dichte®

f(@) = f(z1,22) =

f(@) = ZZP(Xl =105 X2 = Tok) - 6(2) — 105 T2 — T2 i)

n=1 k=1

zweidimensionale Normalverteilung
1
@) = C exp (-5 0(aria))

Die zweidimensionale Dichte f(#) beschreibt eine Fliche im dreidimensio-
nalen Raum, die im wesentlichen durch die quadratische Form Q(z1;z:)
charakterisiert ist, Der Einfluf der Parameter yu;, pp, 07,02 und p lat sich
wie folgt darstellen:

1. Q(uy; p2) = 0, d.h. f(#) hat bei & = (o1, p2)” ihr Maximum mit f(%) =
C.

2. f(Z) ist durch Hohenlinien (Kurven konstanter Dichte) gekennzeichnet.
Diese sind gleichzeitig Hohenlinien von Q, die durch Q(z;;72) = K >0
bestimmt sind. Die Hohenlinien sind Ellipsen mit dem Mittelpunkt i =
(#1,p2)T, ihre Lage in der (z,,2;)-Ebene wird durch die restlichen drei
Parameter a1, a2, p bestimmt:

L Fall: p=0
Die Hauptachsen A = 2a und B = 2b der Ellipsen sind parallel
zur Iy- bzw. zo-Achse mit o = o, vV, b= 0uvE

2.Fall: p#£0, oy=0y=0
Die Hauptachsen sind gegeniiber den Koordinaten um v = I

4
gedreht. Es gilt o — o /K@ =), b=ovEO TR
3. Fall: p#0, o) #0y

Die Hauptachsen sind gegeniiber den Koordinaten um v =
1 arctan (%‘é‘%’%) gedreht. Es gilt

a= o0 KA -p)
172 o sin? v + o2 cos? v + 2pay 09 sin -y cos

b= 010 K(1-p%)
0% cos? v + o2 sin® ¥ — 2po 05 sinycosy
1 2 yecosy

3. Als zweidimensionale Standardnormalverteilung ist der Fall y; =
pz =0; 08 =02 =1und -1 < p < 1 anzusehen.

fixy, x;)

Bild 7.1-1: Dichte einer zweidimensionalen Normalverteilung

Randdichten

Die Randdichten fx,(z;) und fx,(z.) sind die Dichten der Kompo-
nenten des Zufallsvektors X = (X, X2)7.

fri@ = [ Sz da Pxi(@2) = [ f@rian) da

Randdichten (wenn ZV diskret)

P(Xi=a1,0) = 3 P(X) =210} X2 = 72
k=1

o0
P(Xa=m24) =Y P(X) = 21,0 Xz = 724
=1

Bedingte Dichte

X sei eine zweidimensionale Zufallsvariable mit der Dichte f(Z) =
Slz1; z2) und es gelte fx,(x1) > 0 sowie fx,(z2) > 0. Dann heifit

, Ty; T
fx (1| X2 = 32) = 1z 22)
Fxa(x2)
die bedingte Dichte von X, unter der Bedingung Xo = x5
Flz1i22)
[xz (2| Xy = m) = ———
2 1 1) f)ﬁ (31)

ist die bedingte Dichte von Xo unter der Bedingung X, = x,

Eine bedingte Dichte besitzt alle Eigenschaften einer Dichte
I
Fr.(@lXs=22) = [ fr(ulXa = 22)du
=D

=P(X, <3| X2 = 22)
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit fiir Dichten

fx(@) = [ fr (@11 X = 22) fx, (x2) dx2

und der Satz von Bayes fiir Dichten
| Xe ==z T
Fra(@alXy = 71) = — Fx, (21| X2 = 22) fxy(22)
J ix(@|X2 = 22) fx, (22) dza
-0

Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen X, unter der
Bedingung X, = xy ist

o0

E{X||X; =22} = f 21 fx, (21| X2 = z2) dxy

—o0

E{Xi} = fE{X1|X2=x2}fx=(Iz)d12

-0

Zwei Zufallsvariablen X, Y heifien unabhiingig, wenn

f(z,y) = fx(2) - fy(y) gilt.

Diskrete Zufallsvariablen X, ¥ sind unabhéngig, wenn
P(X=z;Y =y) = P(X =z;)P(Y =) vik=12,.. gilt.

Erwartungswerte fiir zweidimensionale Zufallsvariablen

E{a(X,Y)) = j f o(2,9)f (> y) dz dy

cov(X,Y) = E{(X - E(X))(Y - E(Y))}
=E{(X - ux)(Y - py)}

heifit Kovarianz von X und Y und

cov(X,Y)
VD3 X)DE(Y)
_ E{(X — )Y — py)}
axoy

pxy = p(X,Y) = stets zwischen -1 und +1

Vorzeichen ist fir die
Ahnlichkeit unbedeutend

ist der Korrelationskoeffizient von X und ¥

Der Korrelationskoeffizient px y stellt ein Ahnlichkeitsmafl der Zufallsva-
riablen X und Y dar:

Fiir [px,y| = 1 sind X und ¥ maximal shnlich. Fiir px,y = 0 sind sie sich
komplett uniihnlich, man sagt, sie seien unkorreliert.

Unabhéngige Zufallsvariablen sind unkorreliert. Die Umkehrung dieser Aus-
sage gilt im allgemeinen nicht. Haben jedoch X und YV eine Normalvertei-
lung und hat (X,¥)T eine zweidimensionale Normalverteilung, folgt aus
px.y = 0 die Unabhiingigkeit von X und Y.

[B(X +Y) = E(X)+ E(Y),
D*(X +Y) = D*(X)+ D*(Y) + 2cov(X,Y)

Sind X und ¥ unabhiingig, folgt
cov(X,Y) =0,
E(X-Y)=FE(X)-E(Y),
D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y)




Kovarianzmatrix

cov(Xy, X))  cov(X;, X2) cov( Xy, Xn)

cov(Xa, X;)  cov(Xa, X3) cov(Xa, Xn)
FE'N = . . .

cov(Xn, X1) cov(Xn, X2) cov(Xn, Xn)

wichtig: cov(X ,X )=var(X )
zweidimensional:

e = o} .Wl:fz det T = 0202(1 — p?)
po1Tz a3
yoo o L o2 —porley'|  Qavn,m)=(EF-@TE, (F-@)
2 1-¢ —poy oy’ o’ C = ((2x)* det'z'z}i%
1
@)= —— exp{——z—fi) v #} C exp(-0,5 Q(x,,x,))
21’{\(‘([01.’21
T 1., .7 1,0 .
fl@) = —Cxp{——(z -0 Yy (& -H)}
(2m)N/2\ fdet Ty, 2

Funktionen 2-dim. ZV

Ui =gq(X,Y), U;=g(X,Y) eineindeutig = =
h(u1,u2) = flhy(ur, ua); ha(uy, uz)] 13| B

(a) Summe Z =X +Y
Die Dichte der Summe Z = X +Y zweier unabhingiger Zufalls-
variablen X und Y ist die Faltung der Einzeldichten (7.4-5).

fz(z) = / fx(@)fy(z —x)dx (7-45)

—00
X und Y seien unabhingige Zufallsvariablen mit den charak-
teristischen Funktionen px(8) bzw @y (8). Die charakteristische
Funktion der Zufallsvariablen Z = X + Y ist dann

wz(8) = wx(s)  py(s). (7.4-6)
(b) Produkt Z = X - Y

Sind X und Y unabhangig, erhalt man:

fa0) = [ £ () e j mrhx@f (2) do,
/]Of —dmdu Fz(z)zj/éfx(x}fy(g) dz du

(c) Quotient Z = X/Y
Sind X und Y unabhéangig, erhalt man:

o

fz(z): ]f(yzvy}‘yldy: fZ{z):/fX(yz)fY(y)‘mdyr
Fg(z) = fff(yu y)|y| dy du Fz(z) = / ]fx(.'a'ﬂ)f&f(y)‘ywﬂdu

Transformation von Zufallszahlen

Es sei X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx(z). Die
Zufallsvariable Z = g(X) (g eindeutig umkehrbar) ist geneu dann im
Intervall [0,1) gleichverteilt, wenn gilt

7=g(X) = Achtung, hier ungewohnt: ZV in

Verteilungsfunktion einsetzen (7.6-1)

Fx(X).

Gegeben sei eine im Intervall [0,1) gleichverteilte Zufallsvariable Z
und eine Zufallsvariable Y. Y hat genau dann die gewiinschte Ver-
teilungsfunktion Fy (y), wenn gilt

(2)-

Anmerkung: F-' bei Normalverteilung

Y =Fy! ,
nicht bekannt !

Es sei eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion Fx(z) ge-
geben. Die Zufallsvariable Y hat die gewiinschte Verteilungsfunktion
Fy (y), wenn

Y = Fy'(Fx (X))
gilt.

‘Komplexwertige Zufallsvariablen

X und Y seien reellwertige Zufallsvariablen (siehe Definition 4.1-1),
dann ist mit der imagindren Einheit j Z — X + jY

eine komplexwertige (kurz: komplexe) Zufallsvariable.
Varianz D?*(Z) = E{|Z - E(Z)|*}
=FE{(Z-E(2))(Z - E(2))"}
= D?(X) + D*(Y)

Kovarianz der komplexen

Zufallsvariablen Z, und z;  °V(Z1,22) = E{(Z1 = E(Z1))(Z - E(Z2))"}

COV(ZQ, Z]) = {C()V(Zl, Zg)]*

Aus normalverteilten abgeleitete ZV

X, unabhéngige,
normalverteilte ZV
N
=i X, =L X
zentral xN verteilt nichtzentrall 1:‘- verteift
R=1V R={V
N=2 N>2 N=2 N>2
Rayleigh-verteilt vara!lgamemert Rice-verteilt veraligemeinert
Rayleigh-verteilt Rice-verteilt
Satz 7.7-1

Die Zufallsvamablen X, und X, seien unabhdingig und besitzen eine
N(ptn;02)- Vertezlung, n =1,2. Die Summe Y = X, + X, hat dann
eine N(u1 + p2; 05 + 03)- Verteilung.

(i) Die Erweiterung der Aussage von Satz 7.7-1 ist trivial: Sind dic X,
N{ptn; 02)-verteilt und unabhingig, hat

N
v=3x,
n=1
N N
eine A 3= pn; 3 02 }-Verteilung.
n=1 n=1

(ii) Die Klasse unabhingiger normalverteilter Zufallsvariablen ist gegen-
iiber Summenbildung abgeschlossen.

e we )
Gesetze der grof3en Zahlen und Grenzwertsatze
Indikatorfunktion

I,,(&):{:; fiir £ € A

Satz 7.8-1 (Tschebyscheffsche Ungleichung)

Es sei ¢ € R beliebig und X eine Zufallsvariable mit endlicher Vari-
anz. Dann gilt fiir jedes € > 0: P{X—c>e} < EIEE{[X _6]2}

Satz 7.8-2 (Bernoullisches Gesetz der grofien Zahlen)

Ist Xy, X, ... eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen mit P(X,, = 1) =p, P(X, =0 =1-p (0<p< 1),

1 N
— X € =1.
N 2 J
Die Wahrscheinlichkeit P(a) ist nicht der Grenzwert der relativen

Haufigkeit. Man sagt, die relative Haufigkeit konvergiere in Wahr-

scheinlichkeit gegen die Wahrscheinlichkeit.
Satz 7.8-3 (Chintschinsches Gesetz der grofien Zahlen)

Ist Xy, Xs, ... eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen mit E(X,) = p < 0o, folgt fiir alle € > 0:

N
. 1 -
g {7 x| <ef =
o n=1

sonst

gilt fiir alle e > 0 A!iino.o P {

_/
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Satz 7.8-4 (Zentraler Grenzwertsatz):

Grundlagen stochastischer Prozesse (SP)

X1, Xo, ... sei eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-
variablen mit

E(X,)=m < oo und D*(X,) = d* < o0,

N
dann gilt mit Sy = Y X, fiir jedes € R

n=1
NP (7.8-10)
N oo \/’f\‘:d

-N
lim P{SN m

d
oo [ ()
Bemerkung:

Die Folge der Verteilungsfunktionen der standardisierten Summen

SN — Nm
V' Nd

konvergiert fir N — oo gegen die Verteilungsfunktion einer A/(0;1)-
verteilten Zufallsvariablen.

ZN=

Der zentrale Grenzwertsatz gilt unter weiterreichenden als den hier
erwdhnten Bedingungen. So kann (bei Einfithrung anderer Randbedin-
gungen) auf die Forderung verzichtet werden, daf die Zufallsvariablen
X1, Xa, ... identisch verteilt sind [Rén71].

Satz 7.8-5 (Satz von de Moivre-Laplace):

Ust Sy eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern N
und p, gilt fir jedes z € R

. Sy —Np
A!gnmf’ {_—Wl—— < } ‘/_ fexp (——) dy. (7.8-11)

N
Sy = 37 X, ist die Summe (identisch) Null-Eins-verteilter Zufallsva-

n=1
riablen (Bernoullisches Versuchsschema).

Als Faustregel wird im allgemeinen angegeben, daf§ die Approxima-
tion der Binomialverteilung mit der Normalverteilung fiir praktische
Zwecke ausreicht, wenn D?(Sy) > 9 gilt.

Oft wird bei der Approximation der Binomialverteilung eine Stetig-
keitskorrektur vorgenommen [Hen97].
Statt

- Np k— Np
Ph<Sn<Dad|—m=2P | _g(_Lt-Np
(k< Svsh) (\/Np(f -_p)) (\pru—p))

= ®(z,n) — (2x,N)

wird oft

) -+ ()
Np(1—p) Np(l —p)

P(k<S~SI)z‘I>(

benutzt.

Vergleicht man das Histogramm der standardisierten Binomialvertei-
lung mit der standardisierten GaufBdichte f(r), wird die Motivation
dieser Korrektur offensichtlich (Bild 7.8-3).

X

0 Xin

X n
In den Rahmen der hier zitierten Grenzwertaussagen gehrt auch der in Ab-
schnitt 6.4 bewiesene Satz 6.4-1, der den Zusammenhang zwischen Binomial-
und Poissonverteilung kennzeichnet. Dieser Satz wird deshalb auch als Pois-
sonscher Grenzwertsatz bezeichnet.

Eine experimentelle Bestiticuneg des Satzes von de Moivre-Laplace stellt

das Galtonsche Brett (Bild 7.8-4) dar [Rén71).

Definition 8.1-1

Ein stochastischer ProzeB8 X (t,£) ist eine mit dem Parameter t

indizierte Familie von Zufallsvariablen.

(i) t wird im allgemeinen als Zeit interpretiert, d.h. ¢ ist ein kontinuierli-
cher Parameter.

(ii} Zu jedem (festen) Zeitpunkt ty ist X, (&) =
riable.

(iii) Wird der Zufallsparameter £ in X (t,£) festgehalten, ergibt sich eine
Zeitfunktion X (t, &), die als Realisierung oder Pfad des Prozesses
bezeichnet wird. Im allgemeinen ist die Anzahl aller méglichen Pfa-
de (iiberabzihlbar) unendlich groB. Bild 8.1-1 zeigt drei Pfade eines
stochastischen Prozesses.

(iv) Statt X (¢,£) schreiben wir im folgenden X (t), bedenken dabei jedoch
immer, daf es sich um einen stochastischen Prozel handelt.

X(to,£) eine Zufallsva-

X(&t)
t
X(&z:1)
e/ Ldr o .
Y
X(&a.t)
'/l/\/\'( Mana

Bild 8.1-1: Realisierungen
eines stochastischen Prozesses

Falls f(mh-l-h! Ltodths --- aItN+h) = f(xtl 1 Ttgy - - e xtw)
fiir jedes h und jedes N gilt, ist X (t) ein stark stationirer Prozef.

Samtliche Dichten eines stark stationéren Prozesses sind gegeniiber beliebi-
gen Verschiebungen der Zeitachse invariant.

Scharmittelwerte
k-tes Moment E{X*(t,)} = /If’,,f(xt..)dxtn

Im allgemeinen hingt also das k-te Moment (8.2-1) vom Zeitpunkt ¢, ab.
Ist der zugrundeliegende ProzeB jedoch stark stationdr, gilt also f(z,) =
f(z¢,+n) Yh und Vi, sind die Momente nicht zeitabhingig.

Autokorrelationsfunktion (AKF)

exx(tta) = E{X(t)X (t2)} = / / 20,y f (20, T1y) ey, dae,

—00 —oo

bei stark stationaren gilt fir AKF:
wxx(ti,te) =pxx(ta —t1) = pxx(7)

wxx(—7) = exx(T)

Def. (schwach) stationar:
Erwartungswert (1.Moment) konstant und es gilt
wxx(ti,t2) = exx(t2 — 1) = oxx(7)
Jeder stark stationdre Prozess ist schwach stationar.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht!
wxx(0) = E{X?(t)} ist die mittlere Leistung

Autokovarianzfunktion
exx (t,t2) = E{(X(t1) = pu(t1)) (X (b2) = p(t2))}
= px x (t1,12) — plt1)u(t2)
mit u(t,) = E{X(ta)};n=1,2
Bei stationaren SP gilt:
exx(t,t2) = exx(tz —t1) = exx(7)

= pxx(r) - p?




Der stochastische Prozeff X(t) heifit normal (oder Gauf3prozeB),
wenn fiir jedes N und beliebige Zeitpunkte t1,t2, ...ty der Zufalls-
vektor [X (1), X (t2), ..., X (tn)]T eine N—dimensionale Normalver-
teilung besitzt.

Far normalverteilte SP sind schwache und starke
Stationaritat dasselbe!

Kreuzkorrelationsfunktion (KKF)

oo 00

LPXY(t],tz)=E{X(t1)Y(t2)}__—_f /Z‘uytefxy(-’!f:u?hz)dl'n dys,

—00 =00

Kreuzkovarianzfunktion

cxy (t1,t2) = pxy(t1,t2) — px (1) py (t2)

SP X(t), Y(t) heillen gemeinsam stationdr wenn sowohl
X(t) als auch Y(t) stationar ist und ihre KKF nur von Zeit-
differenzen abhangt. Dann gilt:

wxy(t,t2) = pxy (1), exy(ti,t2) = exy(7)

exy(—7)= oy x (1)

Def: SP X(t), Y(t) heil’en stochastisch unabhédngig wenn
gilt:
fXY(Ithl'-zr ..

-,xt;‘-;yt;:yt;; ""yt:\\f) =

= fx(xh:“‘rfzi "'1$iN) 'fY(yt'l!yt’Q: "':ytjw)

unkorreliert
(pxy(lfl,tz) = E{X(tl)} ) E{Y(tz)}

orthogonal.

(pXY(tlst‘Z) = E{X(tl)Y(tg)} =0

Fiir unkorrelierte Prozesse verschwindet die Kreuzkovarianzfunktion iden-
tisch, das heifit es gilt exy (t1,t2) = 0V ty, 3.

Komplexwertige SPs
Z(t) = X(8) +§Y (¢) (8.3-1)

ist ein komplexwertiger (kurz: komplerer) stochastischer Pro-
zefl, wenn sowohl X (t) als auch Y (t) reellwertige Zufallsprozesse
sind.

AKF wzz(t,t2) = E{Z(t1) - Z7(t2)}
= {pxx(t1,t2) + pyy(ti,t2) +ilpvx(t,t2) - pxy(t,ta)]}

Sind die Prozesse X (t) und Y (t) gemeinsam stationir, ist auch Z(¢) stati-
ondr und es gilt mit 7=t — #;

wzz(ti ta) = pzz(ts — t1) = pzz(7).

wzz(T) = @zz(—7)

KKF:
Sind Z(t) =
So gilt
wzw(ti,t2) = E{Z(t,)W"(t2)}

X(#) +jY(t) und W(t) =

=@xv(t,t2) + eyvt, )+ jlovu(t, t2) — oxv(ti, ta)]

Sind Z(t) und W (t) gemeinsam stationar, folgt:
P (1) = owz(—7)

Zeitmittelwerte
Der stark stationiire stochastische Prozeff X(t) ist ergodisch,
wenn alle seine statistischen Eigenschaften aus einer einzigen Reali-
sierung z(t) abgeleitet werden kinnen.
Die Ergodizitst 148t sich im allgemeinen nicht nachpriifen. Man hilft sich
hier mit der Ergodenhypothese, mit der die Ergodizitit einfach postuliert
wird, oder man begniigt sich mit eingeschrinkten Aussagen.

Es seien g : R = R eine reellwertige Funktion und z(t) ein Pfad des
stark stationdren stochastischen Prozesses X(t).

T
olz0] = Jim o [ glato e (8.4-1)
-7

heifit zeitlicher Mittelwert der Realisierung x(t) beziiglich der
Funktion g.

Der stark stationdre stochastische Prozeff X(t) heifft ergodisch
beziiglich g, wenn E{g(X(t))} ezistiert und

gl=(t)] = E{g(X ()} (8.4-3)
gilt.
k-tes Moment:
. T
m*) = Jim o / z*(t) dt (8.4-4)
k-tes zentrales Moment:
) T
*) — lim L — U i
I Jim o f{z(t) mtV* dt (8.4-5)
=T
Autokorrelationsfunktion:
) T
@xx(T) :gﬂﬁ/m(th(t-’-r) dt (B.4-6)
-T
Autokovarianzfunktion:
exx(r) = Jim -—/[a:(t]— O)e(t +7) — mD] dt (8.4-7)

Zwei stark stochastische Prozesse sind gemeinsam ergodisch, wenn beide
Prozesse gemeinsam stark stationir und ergodisch sind und wenn auch fiir
ihre gemeinsamen Momente die Vertauschbarkeit von Schar- und Zeitmit-
telwerten gegeben ist. Dann folgt:

Kreuzkorrelationsfunktion:

. 1
pxv(r) = fim o [ sOu(e+r)ds (8.4-8)
Kreuzkovarlanzfunktmn
exy () = hm — [[I —mMy(t + 1) —m V] dt (8.4-9)
T 2T

U(t) + jV (t) zwei komplexe SPs,

Das Leistungsdichtespektrum

X (t) sei ein stationirer stochastischer Prozeff mit der Autokorrelati-
onsfunktion px x (7). Dann heifit

o0

bxx(f) = [ﬁaxx('f)ﬁ_jhfrd‘r

—00

(8.5-1)
Pxx(f) 2 0Vf
Leistungsdichtespektrum des Prozesses X (t).

mit inverser FT:
oo
exx(r) = [ O xx (f)e’*™ ™ df

—
Mittlere Leistung

o0

oxx(0) = [ Sxx(f)df = E{X*(t)} >0

— o0



Fir reelle stationdre SP:  @zz(f) = ®5z(f)

Das Leistungsdichtespektrum ist in jedem Fall eine nichtnegative re-
ellwertige Funktion.

Kreuz-Leistungsdichtespektrum:
o0

‘ixy(f):ftpxr(ﬂe_ﬂ”rd?’

o0
konj. komplex: &%y (f) = @y x (f)
fiir gemeinsam stationre reelle: 2y x(f) = exv(—f)

Zeitdiskrete Zufallsprozesse

Ein zeitdiskreter Zufallsproze X (n) ist eine Familie zufilliger Folgen
{z(n)}. X(n) kann z.B. durch 4quidistante Abtastung eines zeitkontinu-
ierlichen Prozesses X (£) entstanden sein (n = nAt). Die Eigenschaften von
X (t) und X (n) sind daher einander sehr dhnlich.

k-tes Moment E{X*(n)} = /:cﬁf(mn)dxn

—o0

Autokorrelationsfolge 00
oxx(nk) = E(XmX(K)} = [

[= e}

f TnTk f(Xn, Tr) dry, doy,

Autokovarianzfolge

cxx(n, k) = pxx(n, k) — E{X (n)} E{X (k)}

Fir stationare SPs:
pxx(n, k) =pxx(k—-n)

exx(n,k) = exx(k —n) = pxx(k —n) — [E{X (n)}]?
mittlere Leistung ¢xx(0) = E{X?(n)}

Leistungsdichtespektrum

dxx(f)= Y wxx(m)e i2mim

m=—o0
fe/2

pxx(m)= P x x (fle??™I™ gf
—fs/2

Da ®xx(f) die Fouriertransformierte eines zeitdiskreten Signals ist, ist
@ x x (f) periodisch mit der Periode f, = a3. D.h. es gilt

q’xx(f—Fk‘fp):q’xx(f) filr k=41, £2, ...,
wobei fiir At = 1 natiirlich auch f, = 1 ist.

In der Anwendung bendtigt: tief-/bandpassbegrenzt:
Dodf)

{b} tiefpaRbegrenzt

—3/2[',{

{c) bandpaBbegrenzt

Fir tiefpassbegr. Rauschen gilt: 9.1-4) N, sin(7Br)
N i |f|<3 vxx(r) =5 ——
Sxx(f) = 2 N
0 sonst ox =pxx(0) = ‘Q‘B

Die Realisierungen sind beliebig oft diff'bare Fkt.

Aufgrund von (9.1-4) sind fiir ein tiefpaBbegrenztes reelles weiles Rau-
schen X(t) die Zufallsvariablen X(#;) und X(¢;) unkorreliert und
damit, da es sich um einen GauBprozeB handelt, unabhiingig, wenn
T=1—t = % (ﬂEZ,ﬂ#D) g]lt

N,
pxx(T) Pasyd 705(‘7')

x
1 j’ exp( u?
[ — <D ( — —————
VN, B PN B
—oo
Ist X (t) ergodisch, kann die Amplitudenverteilung des tiefpafibegrenzten re-

ellen weilen GauBischen Rauschens aus einer einzigen Realisierung ermittelt
werden (vergleiche Bild 9.1-2).

F(x) = ) du

Tiefpassbegr. komplexes Rauschen:

Das tiefpaBbegrenzte komplexe weiBe Gaufische Rauschen Z(t) = X (¢) +
JY () besitzt das Leistungsdichtespektrum

fiir

I71<

~lm

N,
®z2(f) = (9.1-6)
0 sonst
Realteilproze X(¢) und Imaginirteilprozef§ Y (t) sind stochastisch unab-
hingige tiefpaibegrenzte reelle weifle Gausche Rauschprozesse mit der sel-
ben mittleren Leistung 0% = pxx(0) = 0} = pyy(0) = Z=B.

sinw BT

AKF pzz(T) = N, p

Mittl. Leistung 0% = ¢22(0) = pxx(0) + ¢yy(0) = 20% = N,B

Spezielle SPs

Gaulisches WeilRes Rauschen

Unter einem (reellen) weilen Gauischen Rauschen X () versteht man
einen mittelwertfreien, stationiren GauBprozel, dessen Leistungsdichte-
spektrum auf der gesamten Frequenzachse konstant ist (Bild 9.1-1(a)):

N,
Leistungsdichtespektrum 25 x(f) = —2‘0* vf

N,
AKF (9.1-2) prr(m) = 75(1-)

Bemerkungen zum GaufRschen WeilRen Rauschen

- Mittlere Leistung ist nicht endlich

- Realisierungen sind Distributionen
Aufgrund von (9.1-2) sind fiir einen weifien Gaufschen Rauschprozef
X(t) die Zufallsvariablen X (t1) und X(t3) unkorreliert und damit,
da es sich um einen Gaufproze handelt, unabhingig, wenn nur 7 =
to—t1 #0 gilt.

Poissonprozess

Forderungen:

Wahrscheinlichkeiten fir eintreffende Pakete:

P{X(t+ At) — X(t) = 1} = MAt + o(At)

P{X(t+ At) - X(t) = 0} = 1 — AAt + o(A?)
Wahrscheinlichkeit ist unabhangig von der Lage von At,
Prozess ist gedachtnislos

Mit X(0) = 0 gibt X(t) die Anzahl der im Intervall der Dauer ¢ eingetrof-
fenen Pakete an.

Es gilt fiirt >0 P{X(t) = k} = (At)*

k!
d.h. X(t) folgt einer Poissonverteilung
E{X(t)} =M Dz{X(t)} =Xt
Der Poissonprozess ist nichtstationar (folgt aus E{X(t)}
E{X(t)}

Mittlere Ankunftsrate: A = ;

Die ZV X(t) ist eng um den Erwartungswert verteilt.
D{X()} _ 1

E{X®)}  Vxt

—At



.. Ti
Schatzwert A= ? Mit n: Zahl der Pakete von Zeit O bis t

Fiir einen Poissonschen Ankunftsprozeff X (t) besitzt die Zufallsvaria-
ble T eine Exzponentialverteilung, d. h. die Dichte von T ist (vergleiche

(6.7-1))

P{T >7}=P{X(1) =0} =e
P{T<t}=Fp(r)=1—e*

0

AE—AT

fir v <0
firt>0

fr(7) A>0. (9.2-4)

(r>0)

1

1
E{T}= X D*{T} = =

Bei einer mittleren Ankunftsrate A ist die mittlere Differenz
Zwischen zwei Ankinften 1/A.

P{N(t,t + At) =0} =1 — AAt + o(At)
P{N(t,t + At) = 1} = AAt + o(At)

Summen unabhingiger Poissonprozesse bilden also wiederum Poissonpro-
zesse.

M
mit A= 3 A,
m=1

Fine (N x N)-Matriz 'P" = [p;;], fiir deren Elemente

N
E piy =1
i=

gelten, heifit stochastische Matrix. Thre Zeilenvektoren sind sto-
chastische Vektoren.

pi; =0 und Vi

Wi, F

Sind A" und B stochastische Matrizen, ist auch 'C = A - B’ eine sto-
chastische Matriz.

FEin gerichteter Graph ist ein Mengenpaar (Bg, Fg ), wobei Bg # D
eine Zustandsmenge und Fg C Bg % Bg eine Menge von Ube'ryangen
ist. Wird jedem Ubergang eine Ubergangswahrscheinlichkeit Pij it

ZP:’;‘ =1

Fl

0<py <1,

zugeordnet, entsteht ein bewerteter Graph, der Ubergangsgraph
einer homogenen Markoffkette.
Jede homogene Markoffkette kann als Irrfahrt auf einem bewerteten Gra-

phen interpretiert werden.

Ein Zustand i heifit absorbierend, wenn p; = 1 gilt. Die Menge
R der absorbierenden Zustinde heifit Rand. Z — R ist die Menge
der inneren Zustinde. Eine Markoffkette heifii absorbierend,
wenn R # 0 und R von jedem inneren Zustand aus erreichbar ist.
Fiir eine absorbierende Markoffkette endet die Irrfahrt in einem Zu-
stand des Randes R.

P;: die Wahrscheinlichkeit vom Zustand 7 aus in U absorbiert zu wer-

Markoffprozesse, Markoffketten
X (t) heifit Markoffscher Proze, wenn

P{X(tmt1) € 2m41|X () < Ty -, X (tmek) € T}

= P{X(tm+1) € Zmi1|X(tm) < zm}  (9.3-1)

fiir jedes m und jedes k sowie beliebige Zeitpunkte tym—p < tm—ps1 <
< tm+] gllt

Die Zunkunft eines Martoffprozesses hangt nur von der

—»

N
e P; = szkpk

k=1
5 =p (1P '=p (2)-P*2...

Blk)=p"(0)- P

|t p'(0): Zustandsvektor zu Beginn
Ubergangsmatrlx (siehe links unten)

Ble+1)=p"(1)-P

mittlere Dauer m; der Irrfahrt bis zur Absorption im Rand

m=0 auf dem Rand

N
m; =1+ Zpikmk
k=1

Gegenwart und nicht von der Vergangenheit ab.
Definiere:
Zustandsmenge Z (ganzzahlig)
Zeitparametermenge T={t .t,,....t ...}
(abzahlbar, nicht unbedingt aquidistant)
Der zustands- und zeitdiskrete stochastische Prozef X (t) heifit Mar-
koffkette, wenn

P{X(tm+1) = tm41| X (tm) = -, X (to) = io}
= P{X(tm+l} = im+1|X(tm}

=in} (9.3-2)

Vm > 2 und Vi, iy, ..., im41 € Z gilt.

Ubergangswahrscheinlichkeiten k-ter Stufe
P{X (tﬂ=+k) = jIX(tm) = 7'} = Pij (tm;tm+k)

Die Markoffkette X (t) heifit homogen, wenn fiir beliebige Zustinde
i,j und belicbige Zeitpunkte t,,,tm41 die Ubergangswahrscheinlich-
keiten pij(tm, m+1) = pi; nicht von der Zeit abhingen.

Auflerdem muss die Zustandsmenge endlich sein!

Ubergangs— bPnn Pz N
matrix:
— D21 P22 DN
P =
| PN1 PN2 PNN |
Zeilensumme muss stets 1 sein!

Zyklostationare Prozesse

Z(t) = Z A(nT)g(t — nT) (SP) g(lgz)llstationér

@aa(KT) = E{A(nT)A"((n + K)T)}

E{zt)}=ma »_ g(t—nT)

n=——00

wzz(t,t+7)=FE{Z(t)Z*(t + 1)}

E Z wan((n —m)T) - g(t — mT)g(t + 7 — nT)

n==—00 mMm=—00

(i) B{Z(t+kT)} = B{Z(1)

Vkel

und

(i) pzz(t+EkT,t+7+kT) = pzz(t,t+7) VkeZ.

Folgerung: Sowohl E{Z(t)} als auch ¢zz(¢,t + 7) sind mit T periodisch.

Ein stochastischer Prozeff Z(t), dessen Erwartungswert und dessen
Autokorrelationsfunktion periodisch mit derselben Periode T sind,
heifit (schwach) zyklostationér.

Die Autokorrelationsfunktion zyklostationérer Prozesse ¢zz(t, ¢ + r) hiingt
von t + 7 und ¢ ab!

7
7/

Uber eine Periode

azz(T] = (pzz(t,t+1'] dt

T Gemittelte AKF
L Fourier- -z
Transf. oo . .
- _ —jentr Mittleres Leistungs-
Pzz(f) = | @zz(r)e dr  dichtespektrum

-0

Bernhard Stiehle 14.Feb.2012
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