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Zusammenfassung

e Ergebnisraum Q = {&;,...,&,, ..., &N} (Menge aller Ereignisse &,)
Ereignis A C Q (Teilmenge von (), sicheres Ereignis 2, unmogliches

Elementarereignis A = {&,,} C 2 (einelementige Teilmenge §2) (Def. 2.1-1)
e Laplacesches Zufallsexperiment:
Alle Elementarereignisse {&,, } eines endlichen Ergebnisraums ) treten gleich hiufig auf. (Def. 2.2-2)
Anzahl der El igni Q A
P(A) = nzahl der Elementarereignisse {Sn} c_ |A| (Def. 2.2-3)
Gesamtzahl der Elementarereignisse |2
e Kombinatorik:
Permutationen Kombinationen Variationen
Auswahl von K (Beachtung der | (keine Beachtung| (Beachtung der
aus N Elementen Reihenfolge) der Reihenfolge) | Reihenfolge)
) N N
ohne Wiederholun | |
v (1) k(D)
mit Wiederholung % (N+K—1 ) NK
i K (Bild A-1)
e Wahrscheinlichkeiten und Mengenoperationen:
Negation: P(A)=1- P(A)
Vereingigung: P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) (Satz 2.3-1)
Durchschnit: ~ P(AN B) = P(A) - P(B), atz 2.0
falls A und B unabhéngig sind.
e de MORGANsche Formeln:
AUB=ANnB ANB=AUB (Kap. 2.1)
e Distributivgesetze:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
AU(BNC)=(AuB)N(AUC) (Kap. 2.1)
e Hypergeometrische Verteilung: von n aus N ausgewihlten sind k& aus M giinstig.
(%) ()
P, ="l Ek<n<N;k<M<N (Kap. 2.2)

()
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Aufgabe 6: Definitionen

o-Algebra B (Definition 2.3-1)

(i) AeB= Ach, (2.3-1)
(i) An€Bin=12..= ] A, €B. (2.3-2)
n=1
Kolmogoroffsche Axiome
Axiom 1: VAeB:P(A) >0 (2.3-4)
Axiom2: P(Q)=1 (2.3-5)

Axiom 3:  Ereignisdisjunktion A4,, € B;n = 1,2,...

=P (i An> = i P(A,) (2.3-6)

Aufgabe 9 b) Dichtefunktion
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Abbildung 1: Dichtefunktion der ZV Y’



Zusammenfassung

e Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(A|B) =

e Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:
{A,,} sei eine vollstindige Ereignisdisjunktion von 2 und (4,) > 0Vn

P(B) =Y P(B|A,)P(Ay)

e Formel von Bayes:

¢ Unabhingigkeit von Ereignissen:

P(AB) = P(A|B) - P(B) = P(A) - P(B)

e Zufallsvariable X:

Eine Funktion X = X (§) : w — R, die jedem Ergebnis aus {2 eine reelle Zahl zuordnet, so dass X !

B,Va € R gilt.
e Verteilungsfunktion einer ZV X:

Fx() —PX<I)

/fx

e Eigenschaften einer Dichte:

(i) fx(@)>0 VzeR

(i) / fx(z)dz =

mit P(A) > 0,P(B) >

(Def. 3.1-1)

(Satz 3.1-1)

(Satz 3.1-1)

(Def. 3.2-1)

(=00, a]) €

(Def. 4.1-1)

(Def. 4.1-2)

(Def. 4.1-4)

(Def. 4.1-4)

(Kap. 4.1)
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Aufgabe 10
a) Dichtefunktion
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Abbildung 5: Dichtefunktion der ZV X

b) Dichtefunktion
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Abbildung 6: Dichtefunktion der ZV Y



b) Verteilungsfunktion

Fy (y)

Abbildung 7: Verteilungsfunktion der ZV X

Aufgabe 11

a) Dichtefunktion
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Abbildung 8: Dichtefunktion der ZV X




Aufgabe 13

a) Dichtefunktion

fx(z)

Abbildung 9: Dichtefunktion der ZV X

Aufgabe 14

a) Dichtefunktion

Abbildung 10: Dichtefunktion der ZV X



Zusammenfassung

e Verteilungsfunktion einer ZV X:

Fx(it)

Eigenschaften einer Dichte:
®
(ii)

Erwartungswert:

e Varianz:

var(X) = D?(X)

Funktionen von ZV: Y = g (X)

N
_ N Sx ()
Yy)i,;m( k)

[ ]
@
=
)
-
&
=
-
(¢}
H
-~
=3
e
=
(¢
)
=
=]
=
=
=
=

o(s) i= E(e9X)

:P(ng):/fx(u)du

fx(x)>0 VzeR

/ fx(@)de =1

o0
af(z)de L > npn
n=1

., zn: reelle Wurzeln von y = g(x)

)
X diskret ox
=N e,

(Def. 4.1-2,4)

(Def. 4.1-4)

(Kap. 4.1)

(5.1-1,2)

(5.1-5)

(4.2-9)

(5.1-7)

(Def. 5.2-1)
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Aufgabe 16
Dichtefunktionen
— p= FPepy
p = 2FPcpy
0.3} - - - Approximation ||
5
~ 0.2} : |
0.1 g : : -
0 | | —_‘-———_‘L | Nl
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T
Abbildung 8: ,,Dichte der Anzahl defekter CPUs (ZV X)
Aufgabe 17
Losung

b) Die gesuchte Wkeit ist

15! N 71\2 /1\! 11 1\"P!
PO =4nXe =2/ X = 1) = oiiis— 42— 1), (7) (7) (7) (1_7_7_7>

=0,9327%




¢) Dichtefunktion
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Abbildung 9: ,,Dichte” der angezeigten Feldnummer

Aufgabe 18

a) Dichte und Integrationsgrenzen

Ju(u)

Abbildung 10: Dichte gemessenen Ladespannung bei 1 = 4,5 Volt



Tabelle der Standardnormalverteilung I

[z | 2@ [ =z [ 2@ [ « | 2@ |
2,64 || 0,9958546 || 3,10 || 0,9990323 || 4,10 || 0,9999793
2,66 || 0,9960929 || 3,15 || 0,9991836 || 4,15 || 0,9999833
2,68 || 0,9963188 || 3,20 || 0,9993128 || 4,20 || 0,9999866
2,70 || 0,9965330 || 3,25 || 0,9994229 || 4,25 || 0,9999893
2,72 || 0,9967359 || 3,30 || 0,9995165 | 4,30 || 0,9999914
2,74 || 0,9969280 || 3,35 || 0,9995959 || 4,35 || 0,9999931
2,76 || 0,9971099 || 3,40 || 0,9996630 || 4,40 || 0,9999945
2,78 || 0,9972820 || 3,45 || 0,9997197 || 4,45 || 0,9999957
2,80 || 0,9974448 || 3,50 || 0,9997673 | 4,50 || 0,9999966
2,82 || 0,9975988 || 3,55 || 0,9998073 || 4,55 || 0,9999973
2,84 || 0,9977443 || 3,60 || 0,9998408 || 4,60 || 0,9999978
2,86 || 0,9978817 || 3,65 || 0,9998688 | 4,65 || 0,9999983
2,88 || 0,9980116 || 3,70 || 0,9998922 || 4,70 || 0,9999986

Abbildung 11: Standardnormalverteilung (hinter der 7. Nachkommastelle gerundet)

Tabelle der Standardnormalverteilung 11

[z | 2@ [ =z [ 2@ [ « | 2@ |
1,20 || 0,8849303 || 1,70 || 0,9554345 || 2,20 || 0,9860965
1,22 || 0,8887675 || 1,72 || 0,9572837 || 2,22 || 0,9867906
1,24 || 0,8925123 || 1,74 || 0,9590704 || 2,24 || 0,9874545
1,26 || 0,8961653 || 1,76 || 0,9607960 || 2,26 || 0,9880893
1,28 || 0,8997274 || 1,78 || 0,9624620 | 2,28 || 0,9886961
1,30 || 0,9031995 || 1,80 | 0,9640696 | 2,30 || 0,9892758
1,32 || 0,9065824 || 1,82 || 0,9656204 || 2,32 || 0,9898295
1,34 || 0,9098773 || 1,84 || 0,9671158 | 2,34 || 0,9903581
1,36 || 0,9130850 || 1,86 || 0,9685572 || 2,36 || 0,9908625
1,38 || 0,9162066 || 1,88 || 0,9699459 | 2,38 || 0,9913436
1,40 || 0,9192433 | 1,90 || 0,9712834 || 2,40 || 0,9918024
1,42 || 0,9221961 || 1,92 || 0,9725710 || 2,42 || 0,9922397
1,44 || 0,9250663 || 1,94 || 0,9738101 || 2,44 || 0,9926563

Abbildung 12: Standardnormalverteilung (hinter der 7. Nachkommastelle gerundet)

¢) Dichte und Integrationsgrenzen

fu(u)

Abbildung 13: Dichte gemessenen Ladespannung bei 1 = 4,6 Volt



Aufgabe 19

Losung

a) Fiir den Median z;/, einer stetigen ZV gilt 1/2 = Fx(x1/9). Fiir die exponentialverteilte ZV X ergibt sich mit
T /2 = 3,82

In(2)

T1/2

1
5 =1 e_)‘ml/z — )\ = = 0,181

b) Fiir das p-te Quantil einer stetigen ZV ist p = Fx (z,). Mit p = 0,95 gilt

—In(1—
p= 1 — e M ==, = —H(A P) = 16,51

Verteilungsfunktion und Quantile

= 06| o

FX(ZL‘

0.4 ]

0.2} g ]

| \ | | | | | \
%2 4 6 8 10 12 14 16

T

Abbildung 14: Verteilungsfunktion der ZV X

Aufgabe 20

a), ¢) Summendichte

fz(2)

400

P(Z > 2250)

1900 2100 2300 2500
2250

Abbildung 15: Dichtefunktion der ZV Z



Losung

d)

Die Verteilungsfunktion wird durch abschnittsweise Integration der Dichte aus Aufgabenteil b) berechnet (dabei muss
der Endwert des vorherigen Abschnitts immer zum néichsten hinzuaddiert werden).

0, fiir 2 < 1900
0+ 75 155 5 (2 — 1900)2,  fiir 1900 < z < 2100
Fz(z) = §+ %?(z —2100) , fiir 2100 < z < 2300
3y 1o Lo Ll(2 —2500)%,  fiir 2300 < 2 < 2500
L, fiir 2500 < 2
Zusammenfassung

Binomialverteilung: N unabhingige, identische Zufallsexperimente mit je zwei verschiedenen Ergebnissen (Ber-
noullisches Versuchsschema).

P(Xy=k) = @) P (1=p)NE (6.2-1)

Fiir N grof3 und p klein approx. die Poissonverteilung die Binomialvert. (A = Np > 0):

k
P(X =k)= %e** (Def. 6.4-1)

Polynomialverteilung: N unabhéngige, identische Zufallsexperimente mit je mehr als zwei verschiedenen Ergebnis-

sen.
P(X1 :]{11/\X2 :lﬂg/\) = ~p11 -p22 (63-1)
kqlks!...
Esistk; +ko+...=Nundp; +po2 +...=1.
Normalverteilung N (p; 02) mit o > 0:
1 (u— u)2>
) = exp [ —~—— 2 Def. 6.8-1
feta) = oo (- 54 (Def. 6.8-1)
Fx(z) = ® (m - “) (Kap. 6.8)
o
Fiir die Verwendung der Tabelle aus dem Buch: ®(z) = 1 — &(—x)
Exponentialverteilung Exp()\) mit A > 0:
0 ,x <0
Fx(z) = { e ps (Def. 6.7-1)
Gleichverteilung Z/(a; b) mit b > a:
1
. b—a ,a <z< b ~
fx(x) = { 0" somst (Def. 6.6-1)
Gemeinsame Dichte unabhingiger Zufallsvariablen X, Y:
fxy(@y) = fx(@)-- fy(y) (Def. 7.3-1)
Summe unabhingiger Zufallsvariablen Z = X + Y:
fz(z) = / fx@): fy(z—z)dx (Def. 7.4-5)
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Aufgabe 21

Randdichte und Verteilungsfunktionen

wl—

fx(x) = fy (x)

= Fy(x)

FX (X)

Abbildung 16: Randdichte und Verteilungsfunktionen von X

Aufgabe 22

Dichtefunktionen

fx, (x2) Sxix, (x1,%2)
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Abbildung 17: 2D-Dichte und Randdichten von X7, X,



Zusammenfassung

Verteilungsfunktion:

Ty

Fxy(z,y) = / /fxy(u,v) dv du
Randdichte:
fx(x) = / fxy(zy) dy
Bedingte Dichte:
x?
[x@]Y =) = M wenn fy (y1) > 0
fy(y1)

Gemeinsame Dichte unabhiingiger Zufallsvariablen X, Y:
Ixy(zy) = fx () fy(y)
Kovarianz und Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y:

cov(X,)Y)=FE((X — E(X)) (Y — E(Y)))
cov(X,Y)
D(X)D(Y)

OXy =

Eigenschaften:

unkorreliert < poxy =0 < unabhingig

Sind X, Y und (X,Y)? normalverteilt, folgt aus oxy = 0 auch die Unabhingigkeit von X und Y.

(Def. 7.1-2)

(Def. 7.2-1)

(Def. 7.2-2)

(Def. 7.3-1)

(Def. 7.3-2)
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Aufgabe 24
WT-Buch, Kapitel 7.4
Funktionen zweidimensionaler Zufallsvariablen
) Ui =g (X,Y); Uy = g2(X,Y) (7.4-1)
(2) x = hi(u1,u2); y = ha(ur, u2)
Oz Oz
- & %
6u1 aug
3) Jovs (ui,u2) = fxy (hl(ulau2)§h2(u1,u2)> -|J] (7.4-2)

a) Dichtefunktionen I

Y
= e

PN

Iy (y) Ixv(z,y)

I
|
(Sl N[ =

ESE

. 0
1 3 1 1 3
2 1 530 1 2 1 1
2 I I I
fx(x)l— _
1 ! ! !
i 3 } g 1
T

Abbildung 18: Randdichten und Verteilungsfunktionen von (X, Y)



a) Dichtefunktionen I1
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Abbildung 19: Randdichte und Verteilungsfunktionen von (X, Z)

Aufgabe 25
a) Dichte des Empfangssignals I

V2 (8wo) ™t
< 0
-2 0
V3 0 V3
TR

Abbildung 20: Dichte des Empfangssignals R fiir 30 = /2

S N W ke OO



a) Dichte des Empfangssignals 11

(8mo)~?t

Abbildung 21: Dichte des Empfangssignals R fiir 20 = /2

Aufgabe 26
WT-Buch, Kapitel 7.8

Satz 7.8-4 (Zentraler Grenzwertsatz)

N
und D?(X,,) = d? < oo, dann gilt mit Sy = > X, fiir jedes r € R

n=1

X1, Xa, ... sei eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit E(X,,) = m < oo

Bemerkung: Fiir praktische Zwecke (N < oo) reicht D?(Sy) > 9.

. SN — Nm 1 /z ( y2)
lim P{———<zp,=—— exp | =% | dy. 7.8-10
N—voo { VNd } Vo )P\ T2 ) W (7.8-10)
Satz 7.8-5 (Satz von de Moivre-Laplace)
Ist Sn eine binomialverteilte ZV mit den Parametern IV und p, gilt fiir jedes x € R
. Sy — Np 1 /Z ( y2>
lim P{ —————=<z,=— exp | —= | dy. 7.8-11
o { Nol—p) } | P\ Ty )W ( )
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Aufgabe 28

c) Stationaritit

Definition 8.1-2
Falls

f(xt1+h7xt2+h7 s ?ItN+h) = f(l'tl,l't2, s a':l:tN) (8.1-2)

fiir jedes h und jedes N gilt, ist X (¢) ein stark stationiirer Prozess.

Definition 8.2-3
Ein stochastischer Prozesses, dessen Erwartungswert (1. Moment) konstant ist und fiir dessen Auto-
korrelationsfunktion

exx(ti,ta) = pxx(ta —t1) = pxx(7) (8.2-3)

gilt, heiit (schwach) stationiir.

Zusammenfassung

o Autokorrelationsfunktion eines stochastischen Prozesses X (t):

oxx(t,ts) = E(X(tl)X*(t2)> (8.3-2)

(schwache) Stationaritiit:

E(X(t)) = const(t)
oxx(ti,t2) = oxx(ta —t1) = oxx(7) = pxx(t,t +7) (Def. 8.3-2)

e X(t), Y(t) gemeinsam stationér: X (¢) stationir, Y (¢) stationir und

oxy(ti,t2) = oxv(T) = oy x(—T) (Kap. 8.2)

Leistungsdichtespektrum eines stationidren Prozesses:

oo

Pxx(f) = / oxx(T)e 2™ dr (Def. 8.5-1)

—0o0

e mittlere Leistung Py = pxx(0) = [ ®xx(f)df. (Kap. 8.2)

— 00
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Aufgabe 33
Poissonprozess
Satz 9.2-1
Mit X (0) = 0 gibt X (¢) die Anzahl der im Intervall der Dauer ¢ eingetroffenen Pakete an. Es gilt
firt >0
Atk
P{X(t) =k} = (k') e M, (9.2-1)

d.h. X(¢) folgt einer Poissonverteilung.

Satz 9.2-2
Fiir einen Poissonschen Ankunftsprozess X (t) besitzt die Zufallsvariable T' eine Exponentialvertei-
lung, d. h. die Dichte von T ist

0 fir 7 <0

fr(t) = { A M firrso >0 (9-2.4)

Aufgabe 36

Homogene Markoffketten

Mittlere Dauer einer Irrfahrt

Die mittlere Dauer m; der Irrfahrt von einem Zustand ¢ ¢ R aus bis zur Absorption im Rand ist um
1 groBer als das gewichtete Mittel der mittleren Irrfahrtsdauern von allen Zustidnden aus (m; = 0 fiir
1€ R):

N
mi =14 pxmy (9.3-7)
k=1
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