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Aufgabe 14
Gegeben sei die Zufallsvariable X mit der Dichte
322 firl<az<2
_J g7 firl<z<
fx(x) { 0 , sonst
a) Man berechne die Verteilungsfunktion und Dichte von Y = e~ X,
b) Man berechne den Erwartungswert von Y.
Losung
a) Verteilungsfunktionen Fx (z) = [*__ fx(u)du berechnen:
x<l: Fx(z)=0
l<r<2: Fy(o)=Fx(1) +/1 Su2du =1 [u¥]" = 1(z* — 1)
2<zx : Fx(ir):Fx(2)+0:1
0 , <1
Fx(r)=q¢1(*—1) ,1<xz<2
1 , sonst

Zusammenhang der Verteilungsfunktionen Fy (y) und Fy (x) bestimmen:

Fy(y)=P(Y <y)=Ple ¥ <y)=P(- X <In(y)) = P(X > —In(y))
:1—FX(—1n(y))

Einsetzen:

1-0 , —In(y) < 1
Fy(y)=q1—-3(-W’(y) —1) ,1<—In(y) <2

1-1 , —In(y) > 2

0 ,y <e?

= %(8+1n3(y)) e 2<y<e?

1 , sonst

Die Dichte von Y':

2(y) -+ e ?<y<e!

h@im@%

0 , sonst



b) Entweder direkt mit fy (y) aus a) oder mit Y = e~ und der Dichte von X:

—1

E(Y)=/Oo v fy(y)dy = %/e In®(y) dy
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_ 871 e 1
= % y'IHQ(y)L—z - %/ y-21n(y)§dy
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e -2
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—1

:y In?(y) — 2y In(y) + Qy} T % (5671 — 10672) ~ 0,208

~jw

Hier wurde absichtlich keine Transformation der Integrationsvariable vorgenommen; das passiert im Folgenden:

2 —x 2
€
E (& ) = E (e_X) = A e_l‘ . %xQ d"L‘ = %[71 (xQ + ZI + 2):|1 == %(_106_2 + 56_1)

Zusatzmaterial
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir X
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Abbildung 15: Dichtefunktion der ZV X

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Y
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fy(y)/10
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Abbildung 16: Dichtefunktion der ZV Y



Aufgabe 15

In einem Produktionsprozess werden Ladegerite fiir Mobiltelefone hergestellt. Bevor die Ladegerite mit den Mobilte-
lefonen zusammen verpackt werden, wird die Ladespannung von jedem Ladegerit einmal gemessen. Die Messwerte
der Ladespannungen der verschiedenen Ladegerite geniige ndherungsweise einer normalverteilten Zufallsvariablen mit
© = 5 Volt und o = 0,07 Volt. Alle Ladegeriite, bei denen die Messung um mehr als 4 % vom Sollwert S = 5 Volt
abweicht, sollen aussortiert werden.

a) Wie viel Prozent der Ladegerite werden aussortiert?

b) Der Hersteller mochte seinen Produktionsprozess so verbessern, dass nur noch halb soviele Ladegerite wie in a)
aussortiert werden. Auf welchen Wert miisste er dazu o senken?

¢) Durch einen Produktionsfehler verschiebt sich der Mittelwert p auf 5,1 Volt (o ist 0,07 Volt). Wie grof ist jetzt der
Prozentsatz, der aussortiert wird?

Losung

a) Sei X ~ N (5; 0,07%) die gemessene Ladespannung. Gesucht ist

pa:P<‘X;S‘>5>:P(|X—S>5-S)

Ubergang auf normierte ZV: X = (X — p) /o ~ N(0;1).

po=P(loX +p—S|>68-8)=P(|X| > 8S/0) = P(X > 2,857) + P(X < —2,857)
N——
=0

=1 — Fg(2,857) + Fg(—2,857)

Die Verteilungsfunktion einer standardnormalverteilten ZV X erfiillt ®(Z) = 1 — ®(—7)

Tabelle

po=1—®(2,857) +1— ®(2,857) =2(1 — ®(2,857)) ~ 2(1—0,9978817) = 0,424%
b) Die Wahrscheinlichkeit p;, die Toleranz von 4% zu tiberschreiten, soll halbiert werden.

pp=2(1—®(35/5)) = pa/2

®(6S/5) =1— % —0,09804085 N°  ®(3,08)
J -
&5 —308 = &=0,0649

¢) Toleranzgrenzen: 1 = (1 —6)-S =4,8und x5 = (1+9) - S = 5,2. Bsist X, ~ N (5,1 ; 0,07%)

pe=1—Pr1 < X, <m3) =P(Xc <x1VX.>29) =Fx.(21) +1— Fx,(x2)

Normierung: Xo = X51 = 3, = D281 & 4986 7y &0 1,429

pe = D(F1) + 1 — B(ds) = 2 — B(4,286) — B(1,429) ~ 2 — 0,9999914 — 0,9221961 = 7,78%



Zusatzmaterial

a) Ladespannung normal
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Abbildung 17: Dichte der gemessenen Ladespannung bei ¢ = 5 und o = 0,07

b) Ladespannung bei verbessertem Prozess
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Abbildung 18: Dichte der gemessenen Ladespannung bei 4 = 5 und o = 0,0649

¢) Ladespannung bei Produktionsfehler
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Abbildung 19: Dichte der gemessenen Ladespannung bei ¢ = 5.1 und o = 0,07



Aufgabe 16

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y)T sei iiber die Fldche, die in Abb. 20 dargestellt wird, gleichverteilt.

Abbildung 20: Gebiet G

a) Geben Sie die Dichte f(x,y) an.
b) Berechnen Sie die Randdichte und Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X .
c¢) Priifen Sie, ob die Zufallsvariablen X und Y unabhingig sind.

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 4, wenn Y = 4 ist.

Losung
a) Die Wahrscheinlichkeitsmasse ist gleichméBig iiber die rautenférmige Fliche G verteilt. Die Dichte hat die Form

G|~' , fir (z,y) € G
fay) = {' | )

0 , sonst
Grenzen des Gebietes G

linke obere Seite: y < 342

linke untere Seite: y > 3 —=x —3<y—x<3
rechte obere Seite: y < 9—=x 3<y+x<9
rechte untere Seite: y > -3+«

Fliche |G| = (\/§~3)2 =

1
L 3<y—z<3 A 3< <9
= f(x,y):{ls SYy-r= Sytes
0 , sonst
b) Die Randdichte ist fx (z) = [*_ fxy (z,y) dy:
3+z .

1 y 3+z g
0<x<3: S Ay = } =3
=7 /Sx 18 18J5-2 9

9—x

1 y 99—z 1
3<x<6: P ] = 56—
= /3+w18 181 342 9( 2

z  fir0<a <3
= fx(@)=92-%2  fir3<z<6
0 sonst

)



Die Verteilungsfunktion ist Fx (z) = [*_ fx (u) du:

x<0

Fx(z) 0
T 27T 2
0<z<3 U T
+/O fx (u)dy {18]0 18
3<a<6 32 * 1 1 o] 1 1 5 1
= _— d = — —_— — = - — — — —_
s [ axtan =g+ [0 =5 -
6<x 1 9
= 1—-—(6-6)"=1
0 , <0
Lg? ,0<x <3
Fx(l’) = 118 2 _
g6—2)° ,3<2<6
1 ,6<x

¢) Fiir Unabhingigkeit muss f(z,y) = f(z|Y =vy)- f(y) = f(z)- f(y) gelten. Da G rautenformig (kein Quadrat) ist,
kann diese Bedingung nicht (iiberall) eingehalten werden. Ein Gegenbeispiel reicht um Abhéngigkeit zu zeigen:

fxy ina,y symmetrisch = fy(y) = fx(y)

fxy(L)=0 # fx(1)-fy(1)= (é)Q = f(x) und f(y) sind nicht unabhingig.

d) Mit der bedingten Dichte:

fxy(@4) [L-2=1 (z,4)eG@=1<2<5
Y:4 = — 18 2 4
Jte] ) fy(4) 0 , sonst

4 4
P(X§4|Y=4):FX(4\Y=4)=/ fX(u\Y=4)du:/ sdu=3
—0o0 1

Zusatzmaterial
a)

fx(z)

Fx ()

Abbildung 21: Randdichte und Verteilungsfunktion von X



Aufgabe 17

Ein Teilchen verldsst den Ursprung unter dem Einfluss der Gravitationskraft mit einer initialen Geschwindigkeit v und
einem zufilligen Winkel ® € (0; 7| gegeniiber der horizontalen Achse. Das Teilchen hat eine parabelférmige Trajektorie
(ohne Reibung) und erreicht den Grund in einer Entfernung von
2
D =~ sin(29)
9

vom Ursprung. Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen D unter der Annahme, dass

a) ® in seinem Wertebereich, (0; 7], gleichverteilt ist.

b) fo(p) = sin(2yp) ist.

Losung

Direkte Berechnung von fp(d) aus fg(p), d.h. ohne die Verteilungsfunktionen zu bestimmen. Die maximale Entfernung
sei dmax = v?/g. (Im Folgenden vergessen wir g als Erdbeschleunigung). Es gilt

N
Fo(om
fold) =2, |;<(5n>)

Jede Weite d = g(p) = dmax SIN(2¢) < dmax kann mit N = 2 Winkeln ¢:

1
01 3 arcsin(d/dmax)

05 = g — o sei 0.B.d.A. o < %

Fiir die Skalierung der Dichten |¢'(¢n)| = 2dmax cos(2¢) ergibt sich:
lg'(¢1)| = 2dmax cos (arcsin(d/dmax))

=2 dmax\/l — sin? (arcsin(d/dmax)) =2.4/d?2 d?

max

9’ (p2)| =2 dmax\/l — sin? (7 — arcsin(d/dmax))

=2. dmax\/l — sin? (arcsin(d/dmax)) = |g'(01)]

Damit konnen die beiden Dichten fiir den Winkel ® eingesetzt werden:
a) Es gilt fo(p) = 2/7 fiir ¢ € (0; 5] und null sonst. Damit ist fiir d = g() € [0; dmax]:

fo(d) = 2/m N 2/m B 2/m
T B~ 2B — B B — P

Sonstist fp(d) = 0.
b) Fiir fo(p) = fa(m/2 — ) = sin(2¢p) fiir ¢ € (0; 5] und null sonst ergibt sich analog

fold) = d/dmax n d/dmax _ d/dmax
P TR~ B, — 8 B, — &

fiir 0 < d < dyax und null sonst.



Zusammenfassung

e Funktionen von ZV: Y = g (X)

N
fr(y) = Z f;{((fk))' mit z1, . .., 2 x: Losungen der Gleichung y = g(x) (4.2-9)
— k
k=1 N
B(Y) = Blg(x) = [ gla)fx(x)ds (5.1-7)

Normalverteilung N (p; 02) mit o > 0:

1 (z — p)?
Fy(z) = @ (”3 - “) (Kap. 6.8)
(o
Fiir die Verwendung der Tabelle aus dem Buch: ®(z) = 1 — &(—x)
e 2D Verteilungsfunktion:
z oy
Fxy(zy) = / / fxy (u,) dv du (Def. 7.1-2)
e Randdichte:
fx(z) = / fxy(zy) dy (Def. 7.2-1)
e Bedingte Dichte:
oy fxv(mn)
fx(@|Y =y1) = =—————=, wenn fy(y1) >0 (Def. 7.2-2)
fy (y1)
o Gemeinsame Dichte unabhéngiger Zufallsvariablen X, Y:
fxv(zy) = fx () fr(y) (Def. 7.3-1)



