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Aufgabe 16
Die zweidimensionale Zufallsvariable (X, YT sei iiber die Fliche, die in Abb. 20 dargestellt wird, gleichverteilt.
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Abbildung 20: Gebiet G

a) Geben Sie die Dichte f(z,y) an.
b) Berechnen Sie die Randdichte und Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X .
c¢) Priifen Sie, ob die Zufallsvariablen X und Y unabhingig sind.

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 4, wenn Y = 4 ist.

Losung

a) Die Wahrscheinlichkeitsmasse ist gleichméBig iiber die rautenférmige Fliche G verteilt. Die Dichte hat die Form

1 ..
Flawy) = {|G’| , fiir (z,y) € G

0 , sonst

Grenzen des Gebietes G

linke obere Seite: y < 34«

linke untere Seite: y > 3 —=x —3<y—x<3
rechte obere Seite: y < 9—=x 3<y+2<9
rechte untere Seite: y > -3+«

Fliche |G| = (v2-3)" = 18

L 3<y—-2<3 A 3<y+z<9

= f(x’y) = {18

0 , sonst



b) Die Randdichte ist fx (z) = [*_ fxy (z,y)dy

3+x
1 y3te oz
0<z<3: - —d {—} -
=7 Jx(@) /H 8Y 7 l18ls . T 9
9—x
1 y 19-2 1
3<xr<6: x:/ —d:[—} =—(6—=x
fx(@) e 18 T 18] s 96—
5 ,fur0 <z <3
= fx(@)=<2-%2  fir3<z<6
0 , sonst
Die Verteilungsfunktion ist F'x (x f fx(
Fx(z) =0
27® 2
0<z<3 U T
0 Ydy = | — —
+/ Fx(u)dy = [18] 13
3<1,<63 1 217 1 1 9 1
/fX [ (6 “>L,_2 —(6-2) +
6<zx
sz g1
18(6 6) =
0 , <0
La? 0< 3
Fx($) = 118x 2 ’ =Ts
g6—2)° ,3<2<6
1 ,6<x

¢) Fiir Unabhingigkeit muss f(z,y) = f(z|Y = y)- f(y) = f(z)- f(y) gelten. Da G rautenformig (kein Quadrat) ist,
kann diese Bedingung nicht (iiberall) eingehalten werden. Ein Gegenbeispiel reicht um Abhéngigkeit zu zeigen:

fxy inz,y symmetrisch = fy(y) = fx(y)
fxv(1,1)=0 #  fx(1)-fy(1)= (%)2 = f(z)und f(y) sind nicht unabhéngig.
d) Mit der bedingten Dichte:

fxv (=, 4):{118'321  (1,4)€G = 1<z<5

Ix@lY =4)= fr(4) 0 , sonst

4 4
P(X <4|Y =4)=Fx(4|Y =4) = fX(u\Y=4)du:/ 1du=3
oo 1
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Abbildung 21: Randdichte und Verteilungsfunktion von X



Aufgabe 17

Ein Teilchen verldsst den Ursprung unter dem Einfluss der Gravitationskraft mit einer initialen Geschwindigkeit v und
einem zufilligen Winkel ® € (0; 7| gegeniiber der horizontalen Achse. Das Teilchen hat eine parabelférmige Trajektorie
(ohne Reibung) und erreicht den Grund in einer Entfernung von
2
D =~ sin(29)
9

vom Ursprung. Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen D unter der Annahme, dass

a) ® in seinem Wertebereich, (0; 7], gleichverteilt ist.

b) fo(p) = sin(2yp) ist.

Losung

Direkte Berechnung von fp(d) aus fg(p), d.h. ohne die Verteilungsfunktionen zu bestimmen. Die maximale Entfernung
sei dmax = v?/g. (Im Folgenden vergessen wir g als Erdbeschleunigung). Es gilt

N
Fo(om
fold) =2, |;<(5n>)

Jede Weite d = g(p) = dmax SIN(2¢) < dmax kann mit N = 2 Winkeln ¢:

1
01 3 arcsin(d/dmax)

05 = g — sei 0.B.d.A. o < %

Fiir die Skalierung der Dichten |¢'(¢5)| = 2dmax cos(2¢) ergibt sich:
lg'(¢1)| = 2dmax cos (arcsin(d/dmax))

=2 dmax\/l — sin? (arcsin(d/dmax)) =2.+/d? d?

max

9’ (p2)| =2 dmax\/l — sin? (7 — arcsin(d/dmax))

=2. dmax\/l — sin? (arcsin(d/dmax)) = |g'(01)]

Damit konnen die beiden Dichten fiir den Winkel ® eingesetzt werden:
a) Es gilt fo(p) = 2/7 fiir ¢ € (0; 5] und null sonst. Damit ist fiir d = g(¢) € [0; dmax]:

fo(d) = 2/m N 2/m B 2/m
P B~ 2B — B B — P

Sonstist fp(d) = 0.
b) Fiir fo(p) = fa(m/2 — o) = sin(2¢p) fiir ¢ € (0; 7] und null sonst ergibt sich analog

fold) = d/dmax n d/dmax _ d/dmax
P TR~ B, — 8 B, — &

fiir 0 < d < dyax und null sonst.



Aufgabe 18

Gegeben sind die zweidimensionale Zufallsvariable X = (X, ; X5 )7 mit der Dichte f ¢ (Z) und die Gerade h:

f;z(f)={ 2 sin(KTF) |, fir# € G b <0>+t_<ﬂ/a)

0 , sonst s —Tr

Das Gebiet G wird durch die Koordinatenachsen und / begrenzt. k= (a; 1)T mita > 0.
a) Skizzieren Sie G und geben Sie die Verteilungsfunktion F'¢ (Z) fiir ¥ € G an.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X;.

¢) Welchen Wert hat die Wahrscheinlichkeit P(Xy < X7) fiira = 1?

Losung

a) Das Gebiet G liegt im ersten Quadranten der durch x; und z5 aufgespannten Ebene. Fiir die Gerade h gilt 1 =
0+ g -tund zo = 7 — 7 - t; also ist xo = m — ax;. Fiir das Gebiet G gilt somit: z; > 0und 0 < zo < 7 — @xy:

]

Z1
Fiir F¢(¥) = F(x1,2) ergibt sich fir 7 € G-
] i)
F(x1,22) =/ / f(u1, uz) dug duy

o Xy T2

= —/ / sin(cuy + ug) dug duy
™ Jo 0
a [T

= — /0 [— cos(auy + U;Q)}Zzzo duy

™

(07 z1

== [[ — Lsin(auy + uz)}zzzo}ulzo

1
= —( —sin(az1 + x2) + sin(aw1) + sin(z2) — 0)
7

b) Fiir den gesuchten Erwartungswert gilt:

E(Xl) = /_ /_ xXq - f(l‘l,l'g)d,fg d.%‘l = / €Iy - le (xl)dazl

— 00
Berechnung der Randdichte fx, (z1):

o T—axy ) o
Ix,(z1) = ;/ sin(ax; + 29) dzy = -~ [ — cos(azy + z2)]
0

T—QT]
1‘2:0

= %(1 + cos(awy))



fir0 <az; < g und null sonst. Einsetzen und den Erwartungswert berechnen:

g o « o 1 a1 [a
E(X)) = 20 doy = |-af| " + |~ s - —/ i d
(X1) /0 1 7r( + cos(azy)) day 771, + —71 sin(ouzy) A sin(ax1) dzq

7r 1 S 1(n 2 s
= — - | =—|z—-—=)=03-
2a 0 { TOo cos(axl)]o o <2 7T) o

¢) Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit muss die Dichte iiber das Gebiet G- C G integriert werden. G wird
durch h¢e : 9 = x1 nach oben begrenzt.

™

hec

T2

Ge

0 /2 ™
T

. /2 T T T—x1
P(Xy < X;)=P(X €Ge) = %/ / sin(xy + z2) dze day + i// / sin(zy + z2) des dzy = ...
0 0 w/2J0

Fiir o = 1 ist die Dichte f(xz1,22) = f(x2,21), d.h. symmetrisch zur ersten Winkelhalbierenden. Damit liegt
genau soviel Wahrscheinlichkeitsmasse iiber wie unter der Geraden he: P(X € Go) = P(X ¢ Go) = 0,5.
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Abbildung 22: 2D-Dichte und Randdichten von X7 und X5



Verteilungsfunktionen

x1

Abbildung 23: Verteilungsfunktionen F'(z1,z2)

o

F($1,$2)



Aufgabe 19

X = (X1 ; X5)7 sei zweidimensional normalverteilt mit der Dichte f(Z) = f(z1,22). Die Hohenlinien von f(Z) sind
Ellipsen, deren Hauptachsen gegeniiber den Koordinatenachsen um den Winkel

1 2X X,0x,0Xx
~ = — arctan %
2 0%, —O0X,

gedreht sind, vgl. Abbildung 24. Durch die Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ~ wird die Zufallsvariable
X auf die Zufallsvariable
Vv _ (Yl) _ ( Cf)S’y smfy) e
Y, —siny cos~y

abgebildet. Da die Drehung eine lineare Abbildung darstellt, ist offensichtlich auch Y zweidimensional normalverteilt.
Zeigen Sie, dass Y7 und Y5 unabhiéngige Zufallsvariablen sind!

v MXo

M)v(l T

Abbildung 24: Drehung des Koordinatensystems um +.

Losung

Zu zeigen ist die Unabhingigkeit von Y7, Y5 fiir den gegebenen Winkel ~. Fiir normalverteilten Zufallsvariablen reicht es,
unkorreliert zu zeigen:

cov(Yy,Ys)
D(Y1)D(Y>)

Vorgehen zur Berechnung:

PY1Ys = =0 < cov(Y,Y5)=0

1. cov(Y1,Y>) in Abhéngigkeit von - und den Parametern von X; und X5 berechnen:

Y1 = cos(7)Xi +sin(y)Xe = EMY)= CE(X;)+ SE(X2)
Y, = —sm(v) X1+ COS(’}/) X5 = E(ifg) = —SE(Xl) + OE(XQ)
=:S =:C
cov(Yy,Ys) = ([ )] - [Ya - E(Y2)D

([CX1 +SX, — CE(X)) — SE(X2)] - [~ SX1 + CXy + SE(X)) — CE(XQ)])
= E([C(X1 — B(X1) + 8(X2 = B(X2))| | = $(X1 = B(X1)) + C(Xz - E(XQ))D

= —CsE([x1 - B(x1)]") +C2 B([X1 = B(X))] [X2 — E(X2)] ) ~S2e0v(X1, Xa) + OS2,

o2 cov(X1,X52)

= cos(7) - sin(y) (02, — o2 ) + (C* — S?) cov(X1, Xo)
— ——

T2 Z1

3 sin(27) cos(27)

2. Winkel v einsetzen und zeigen, dass cov(Y7, Y3) = 0 gilt:

2cov(Xy, Xo)

2

tan(2y) = -
z1

— 2 = cov(X1,Xz) = 2 tan(2y) - (02, — 02))
z2



Eingesetzt in Ergebnis aus Schritt 1:

cov(Y,Y2) = 3 sin(Q'y)(crgQC2 — azl) + cos(2y) 3 tan(2v) ~(cri1 — 032) =0 O
—_—
3 sin(27)
Nach der Koordinatentransformation von X nach Y sind die Koordinatenachsen parallel zu den Hauptachsen der elliptis-
chen Hohenlinien und es ergibt sich eine Verteilung mit unabhéngigen Komponenten, Y7 und Y5.



Aufgabe 20

Die Zufallsvariable ( X ; Y )T habe die gemeinsame Dichte f(x,%y) = = + y fiir 2,y € (0; 1] und null sonst.
a) Man berechne die Dichte von Z = X - Y.

b) Man berechne den Korrelationskoeffizienten pxy .

Losung

Var. Trafo. Rinddicht
a) Vorgehen: X,Y "= X, 7 M 7

(1) Transformation zweidimensionaler Zufallsvariablen:
1. U =X U, =X-Y(=2)

1 0

= _w 1|=ur’
2u? u1l

ze(0;1]] = O<wu <1

ye(0;1] = O0<ux<u

3. Einsetzen:

U2 _
fov, (u1,u2) = fxy <u1, u1> cupt

1 z) _ S
f(z,2) :%fXY (xg) _ {E(a:+w) 1+ 5

,0<z<z<1

, sonst
(2) Randdichte:

00 1
fz(2) :[ flz,2)dx Ozt / l—l—édx: {x—i
:{2(1—2') ,0<z<1

1
} =1l—-z—2+1

Tz

0 , sonst

b) Der Korrelationskoeffizient ist pxy = cov(X,Y) /( D(X)D(Y) ):
M) f(zy) = fly,2) = DX)=D()

1,1
E(X):/ / 2?2 + zydy dz
0o Jo
1 1
2 271 Lg, 1o
:/0 [my—i—%xy]odx:[gx —&—4:5}
1 1
E(X2):/ / 23 + 2%y dy de
o Jo
1

1,.2,211 L, 1 !
/o [2%y + 32”7, dz = Lx —F(),ac?’}0 =3
@) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(Z) — E%(X)

! 2 510 1
E(Z) = 27 —222dz= |22 - 223 =<
) 3 3

Durch Einsetzen erhélt man:

=  D(X)D(Y) = D*(X) = E(X?) — E%(X)

, 12

_eov(XY) _ B@Z)-EAX) _ -(H) _ 1 _ o
PXY = D)D)~ B(X?) - B2(X) EREACE TH



Zusatzmaterial

Gegebene Dichte fiir X und Y

0.75 1

f(z,y)

0.25 |

Abbildung 25: 2D-Dichte und Randdichten von X und Y

Dichte fiir X und Z (nach Var.Trafo.)

0.75

0.25

Abbildung 26: 2D-Dichte und Randdichten von X und Z

Variablentransformation

Hier hindisch, also ohne das Schema von oben:

u=xy

00 z/x o 0o z 1
P(Z < z) = P(XY < 2) :/ / Fxy(z,y) dy dz ;dy/ / fxy (33 g) ~dude

S L ) b [ e

Esist fxy(z,y) =2x+y fir0 <z <lund0<y=2<1 = 0<z<x<l1

oo 1 1
fZ(z):/ fxy (:c, E) —dx:/ 1+%dz:2722, fiir 0 < z < 1 und null sonst.
x/) x 5 x

o0

10



Zusammenfassung
¢ Gemeinsame Dichte unabhéngiger Zufallsvariablen X, Y:

Ixv(zy) = fx(x) - fy(y)

e Kovarianz und Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y:
cov(X,Y) = E([X — E(X)]- [Y — E(Y)])
= FE(XY)-EX)E(®Y)
_cov(X)Y)
P T D)D)

Eigenschaften:
unkorreliert < pxy =0 <« unabhéingig

Sind X und Y normalverteilt, folgt aus pxy = 0 auch die Unabhingigkeit von X und Y.

o Funktionen zweidimensionaler Zufallsvariablen
(D U =q(X,Y); Uy = g2(X,Y)

2 x = hi(u1,u2); y = ho(u1,us)
Oz Oz
= B B
8u1 6712

Joiv, (u1,u2) = fxy (h1(u1,u2);h2(u17uz)) -|J]

3

e Normalverteilung: k-tes zentrales Moment
1-3---(k—1)o* falls k gerade

E((X —p)k) =
(( w") {0 falls k ungerade

11

(Def. 7.3-1)

(Def. 7.3-2)

(7.4-1)

(7.4-2)

(6.8-6)



