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Aufgabe 21

Hinweis Diese Aufgabe wird nicht in der Ubung besprochen, sondern dient dem Nachvollziehen der Ergebnisse des 5.
Ubungsblattes. Sie bietet auBerdem einen Ausblick auf eine der vielen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie in
der Nachrichtentechnik

Das additive komplexe Rauschen N = N; + j N eines komplexen Signals Y = X + N kann durch die Eigenschaften
der Inphasekomponente N; und Quadraturkomponente N, beschrieben werden. Ny, Ng ~ N (0, 02) seien unabhéingig
voneinander. Um den Einfluss des Rauschens N auf das Signal Y beurteilen zu konnen, berechne man

a) die Dichte der Amplitude R = |N| und

b) die Dichte des Argumentes ® = arctan (%—‘f) von N.

Das komplexe Sendesignal X ist zufillig und entspricht einem der gleich hiufig auftretenden Sendesymbole s;, =
exp (jﬂ%) mit & € {0,1,2,3}.

¢) Geben Sie die Dichte von Y an.

d) Skizzieren Sie in der komplexen Ebene einige Hohenlinien der Dichte des Empfangssignals Y.

Losung

a,b) Gemeinsame Dichte der beiden Rauschkomponenten:
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Variablen-Transformation:

(1) Die Amplitude und das Argument ergibt sich aus:

N,
R=|N|= /N +Nj; &= arctan <ch>

(2) Umkehrfunktionen und Funktionaldeterminante:

nr=r-cos(p); ng=r-sin(p) mitr > 0; ¢ € [0,27)

cos(p) —rsin(p)
®

7l = sin(p)  rcos(yp)

= rcos?(p) + rsin®(p) =r




(3) Daraus ergibt sich:
fra(r,0) = fn;No (r cos(yp), rsin(go)) o7
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fiir r > 0, ¢ € [0, 27) und null sonst.




a) Randdichte der Amplitude R:
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fatr) = [ rprap = fir) [ ap= Zew (- o)
fiir » > 0 und null sonst. = Rayleighverteilung

b) Randdichte des Arguments ®
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h(r) h(r)
fiir ¢ € [0, 27) und null sonst. = Gleichverteilung

¢) Gesuchtist fy (y) aus Y = X + N mit
13
fele) = 380 =510
X und N unabhiéngig. Die Faltung der Dichten ergibt
o 1 3L oo 13
fr) = [ fx@ist—a)ds =] kz_o/oo ity —)oa —si)de = T3 fuly — s1)

d) (Obere) Hohenlinien sind Kreise um die Symbole sy:
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Abbildung 27: Dichte des Empfangssignals Y fiir o = 1/3
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Abbildung 28: Dichte des Empfangssignals Y fiir o = 1/2
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Hinweis Auch diese Aufgabe wird nicht in der Ubung besprochen, sondern dient der eigenen Vorbereitung.

Gegeben sind zwei im Intervall [0, 1) gleichverteilte, unabhiingige Zufallszahlen Uy, Us. Aus diesen Zufallszahlen sollen
zwei unabhingige N(0, 02)-verteilte Zufallszahlen X und Y erzeugt werden. Man gebe die Transformationsfunktionen
X =g1(U1,Uz) und Y = g2(Uy, Uz) an.

Hinweis: Man erzeuge zuerst Betrag R und Phase ® von Z = X + jY

Losung

Die Erzeugung einer Zufallsvariablen Y mit der streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion Fy (y), kann mittels
einer in [0,1) gleichverteilten Zufallvariablen Z iiber

Y =F(2)

erreicht werden.
Aus der vorherigen Aufgabe ist bekannt, daB R = |Z| = v/ X? + Y2 rayleigh-verteilt ist:

2
1—ex (—T—) Lfirr >0
Fpr(r) = { Pl B
0 , sonst

Die Phase ® ~ U[0, 27) hat die Verteilungsfunktion

0 ,firp<0
Fy(p) = % Lir0 <o < 27
1 , sonst

Erzeugung von R und ® aus Uy, Us:

R=F;'(Uy) = /—202In(1 — Uy)
& =Fy ' (Us) =21 - Us

Mit X = Rcos® und Y = Rsin ® ergeben sich die gesuchten Zufallszahlen

X =+/—202In(1 — Uy) - cos(2nUs)
Y =+/—2021In(1 — Uy) - sin(27Us3).
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Im Werk einer Zahnradfabrik werden verschiedene Prizisionsmetallteile gefertigt. Wihrend einer Schicht werden 5000
Stiick eines Typs A hergestellt. Bei der Qualititskontrolle werden 3% dieser Teile als defekt klassifiziert und aussortiert.

a) Berechnen Sie nidherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wihrend einer Schicht zwischen 125 und 180
Teile aussortiert werden?

b) Die aussortierten Teile werden nach Schichtende zur Wiederverwertung in einem Kessel auf einmal eingeschmol-
zen. Wie viele Teile muss der Kessel fassen, damit er mit einer Wahrscheinlichkeit von min. 0,98 nicht uiberfiillt
ist?

c) Der Kessel fasse maximal 200 Teile. Es sollen nun mehr als 5000 Teile pro Schicht hergestellt werden. Wie viele
Teile konnen maximal gefertigt werden, damit der Kessel mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,98 nicht tiberfiillt ist?

Losung
a) gegeben: Bernoulli-Schema: N = 5000 unab. WDH eines biniren Zufallsexperiments mit p = 0,03
gesucht: P(125 < Sy < 180) Sn: Anzahl definierter Zahnrider exakt:
180
pa = P(125 < Sy < 180) = Z (k>pk(l —p)N7F = .. (zu aufwiindig)

k=125

Niherung mit dem Satz von Moivre-Laplace: Die Zufallsvariable Sy wird mit Sy ~ N (Np : Np(1 — p))
angenihert. Wegen D?(Sy) = Np(1 — p) = 145.5 > 9 ist die Approximation hinreichend genau:

pa = P(Sy < 180) — P(Sy < 125)

_ ( S — Np - 180 — Np > —P(S’g 125 — Np )
VNp(1—p) =~ /Np(1 —p) Np(1 - p)
N————

S~N(0;1)
= P(S < 2,4187) — P(S < —2,073) = ®(2,487) — (1 — ®(2,073)) = 97,4%

!
b) Gesucht wird d,, in P(Sy < d,) > 0,98. Auch hier kann mit der Normalverteilung approximiert werden:

dy — N !
P(Sy <dy)~® | —=— 2L} > 0,8
Np(1—p)

mit ®(2,06) = 0,98 ergibt

dy > 2,06/ Np(l —p)+ Np=174,8

Der Kessel muss mindestens 175 Teile fassen.

¢) Gesucht wird N in P(Sy, < 200) = 0,98. Hier kann wie in b) vorgegangen werden:
200 > 2,06 - \/N,p(1 — p) + Nop

Nach der Substitution u = /N, ergibt sich die quadratische Gleichung

u? +2,06\/1/p—1-u—200/p =0

mit den Losungen ©; = 76,00 und uo = —87,72. Aus u; ergibt sich durch Riicksubstitution die einzige sinnvolle
Losung: N, = u? = 5776,40.

Es konnen also maximal 5776 Teile pro Schicht gefertigt werden.
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X; sei das Ergebnis der i-ten Messung (i = 1,2, ...) einer physikalischen Kenngréfe. Die X; sind identisch verteilte

Zufallsvariablen mit der Varianz o~.

2

a) Wie viele voneinander unabhingige Messungen der Kenngrofle miissen durchgefiihrt werden, damit das arithmeti-

sche Mittel der Messergebnisse mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0,9 um weniger als 0.20 vom Erwar-
tungswert der Kenngrofe abweicht?

b) Wie lautet das Ergebnis, wenn bekannt ist, dass die X; normalverteilt sind?

Losung

a) Das arithmetische Mittel von N Messergebnissen ist

b)

N

¢ 1 , 2 2

X:N;Xi, D¥*(X) =0

Gesucht ist N, so dass P(|X — E(X;)| < 0,20) > 0,9. Losung mit Tschebyscheffschen Ungleichung:

P(|XN - E(Xz)l Z 0,20’)
—_—— =~

€

LEB(X - )

Einsetzen:

SEE-)=25.%

€

<01 = N>250
o2 N — -

Es miissen mindestens 250 unabhingige Messungen durchgefiihrt werden.

Hier ist X; ~ N (u; 02) und damit X ~ N (u,02/N):
P(|X — B(X;)] < 0,20) = P(—0,20 < X — i < 0,20) = ®(0.2V'N) — ®(—0.2v/'N)
N——
~N(0557)

N
=2.8(02VN)-1>09 = &02VN)>09 = g >164 = N>68

Das Ergebnis aus a) wird deutlich unterschritten!
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Es sei X (t), t > 0 ein stochastischer Prozess mit der Verteilungsfunktion

Fx((x) =1— exp (— (f)2> x>0

Die gemeinsame Dichte von X (¢1) und X (¢2), (¢1,t2 > 0) sei

2 2
T, Tt Tt Tt
o =1 252 o (- ()< (2)) 20
212 t ty

a) Man berechne F(X (t)) dieses Prozesses.

b) Man berechne die Autokorrelationsfunktion von X (¢).

¢) Ist der Prozess schwach stationir? Ist er stark stationir?

Losung
a) Fiir den Erwartungswert wird die Dichte fx () bendtigt:

d 2x T\ 2
i _(Z >
Ixw(x) = P —Fxu)(r) = 12 eXP( <t> ) , >0
o 9242 z\2
Substitution: £ = \% und dz = %dx

B(X(1) = - /Ooogz (:Eexp (”j)
= G +

b) Fiir die Autokorrelationsfunktion eines stochastischen Prozesses gilt:

LPXX(tlatQ) = E(X(tl) X(tQ)) = / / Tty Tty f(xtuxm) dxtzdxtl
0

zfl :17%1 x,
/ / . t . - exp t% — t2 d.%'t2dl't1
$2
/ 2Tt 2 exp <—> dzy, -E(X(t2))
o U t

E(X(tl))zgtl

L
*412

c¢) Der stochastische Prozess ist nicht (stark) stationir, da f (x4, +h, Te+n) 7 f(x¢,,x¢,) und auch da E(X (¢)) und
wxx(t,t — ) von der Zeit ¢ abhingig sind.



Aufgabe 26

X (n) sei ein mittelwertfreier, zeitdiskreter, stationdrer Zufallsprozess mit der mittleren Leistung 0% . Fiir alle Zeitpunkte
ny # no sei X (n) unkorreliert.

a) Geben Sie die Autokorrelationsfunktion ¢ x x (m) an.

b) Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion ¢yy (m) von Y (n) = % ,ICV;Ol X(n — k) firden Fall N = 3.

¢) Zeichnen Sie ¢ x x (m) und pyy (m) in das selbe Koordinatensystem.

Losung
a) Fiir einen stationdren Prozess gilt px x (n1,n2) = pxx(n,n —m) = pxx(m)

2 —
ox ,m=20

2
00,m
0 ,m#£0 7x7,

pxx(m) = {

b) Y (n) ist der gleitende Mittelwert der Linge N von X (n).

pyy(m)=E(Y(n)Y(n—m)) = BE(F Tiog X(n—k) - % Xa_gX(n—m—k))
- gE((X(nHX(W 1)+ X(n—2)- (X(n—m)+X(n—m-1) +X(nfm72))>
= & [exx(m) +exx(m—1) +pxx(m—2

+oxx(m+1) +pxx(m) +pxx(m—1)

+oxx(m+2) +exx(m+1) + oxx(m)]

Slexx(m —2) + 2pxx(m — 1) + 3pxx(m) + 2pxx (m + 1) + pxx(m + 2)]

T (8. 1m + 201 + 300, + 201 m + G2.m)

c) Die Ausgangsleistung ist ¢yy (0) = 0% /3. Firr aufeinanderfolgende Werte von Y (n) haben N — 1 = 2 iden-
tische Summanden (von N = 3 gesamt), d.h. pyy(£1) = 2y (0). Nicht direkt aufeinanderfolgende Y (n)
haben entsprechen weniger Summanden gemein und weisen damit eine geringe Korrelation auf. Uberlappen keine
Summanden mehr, verschwindet die Korrelation.

oxx(m),

-3 -2 -1 0 1 2 3 m

Abbildung 29: Autokorrelationsfunktion von X (n) und Y (n)



Zusammenfassung

e Funktionen zweidimensionaler Zufallsvariablen:

(H U =q(X,Y); Uy = g2(X,Y) (7.4-1)
2 x = hy(u1,u2); y = ha(ur, uz)
Oz Oz
T =] % %o

bur us
3) fovawr,u2) = fy (b, u); ha(ur, ) - 1] (7.4-2)

e Erzeugung von Zufallsvariablen: Ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'x (x), dann hat Z = g(X)
fiir eindeutig umkehrbares g(-) genau dann eine Gleichverteilung auf [0,1), wenn

9(X) = Fx(X). (Satz 7.6-1)

Die Erzeugung einer Zufallsvariablen Y mit der streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion Fy (y), kann
mittels einer in [0,1) gleichverteilten Zufallvariablen Z iiber

Y = FyN(2) (Satz 7.6-2)
erreicht werden.

o Tschebyscheffsche Ungleichung: Es sei ¢ € R beliebig und X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann
gilt fiir jedes € > 0:

P(IX —c|>¢) < éE([X — ) (7.8-4)

e Zentraler Grenzwertsatz: X, Xo, ... sei eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit
E(X,)=m < ocound D?(X,,) = d* < oo, dann gilt mit Sy = ETJLI X, fir jedes z € R

. SN — Nm .

e Satz von de Moivre-Laplace: Ist Sy eine binomialverteilte ZV mit den Parametern /N und p, gilt fiir jedes x € R

lim P (SN_NP < q;) = &(z). (7.8-11)
Np(1 - p)

Bemerkung: Fiir praktische Zwecke (N < co) reicht D?(Sy) > 9.

e Charakterische Funktion:
p(s) = B(e*X)  TE N edsenp, (Def. 5.2-1)
n=1

E(X*) =j*o™0)  k=12,... (5.2-6)



