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Referenz %("'

er Institut o Technologie

m Folgende Diskussionen erfolgen geman’

[JWO02]: F. Jondral, A. Wiesler, Wahrscheinlichkeitsrechnung und sto-
chastische Prozesse, Teubner, 2002

"Von dort entstammt die Struktur der Folien, die Formeln und die meisten Bilder.
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Motivation %("'

er Institut o Technologie

a Ziel: Bestimmen einer ,guten” Beschreibung zufalliger Vorgénge, so dass ...

u die Modelle méglichst einfach und nachvollziehbar bleiben
m alle wesentlichen Aspekte erfasst werden
m die Betrachtungen nicht zu Inkonsistenzen fiihren
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Motivation A\KIT

a ,Fahrplan®:

Definition von Grundraum und Ereignissen
Kombinatorik

Betrachtung von (relativen) Haufigkeiten
Wahrscheinlichkeit nach Laplace
Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff
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Ubersicht AIT

er Institut o Technologie

e Der Wahrscheinlichkeitsraum
@ Ereignisse
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Ereignisse AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Definition
Ein endlicher Ergebnisraum wird durch eine nicht-leere Menge

Q={wy,...,wn}

beschrieben. Die Elemente w; € ) heiBen Ergebnisse; Teilmengen? A C ) hei-
Ben Ereignisse.

Einelementige Teilmengen {w; } sind Elementarereignisse, ) das sichere Ereignis
und () das unmégliche Ereignis.

2Hinweis: Die Mengen-Notation A C B erlaubt A = B; soll A = B ausgeschlossen werden, wird die
Notation A C B verwendet.
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Ereignisse

Definition
Ein endliches Zufallsexperiment wird charakterisiert durch die Ergebnismenge:

Q={wi,...,wn}

Ereignisse sind vorlaufig alle méglichen Teilmengen, womit ein Zufallsexperiment

beschrieben ist durch:
(Q,P(9)

Ein Ereignis A € P(Q) ist eingetreten, wenn das Ergebnis w eines Zufallsexperi-

ments in der Menge A ist, d. h. fir das beobachtete Ergebnis w € A gilt.
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Ereignisse AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

In Abweichung zu [JW02] verwendet die Vorlesung leicht abweichende Notation:

Die Elemente von 2 werden mit w € €2 (anstelle von & € (2) bezeichnet:
Q= {wl,...,wN}

Dies ist in der Notation naheliegender und mit dem GroBteil der Literatur zur Wahr-
scheinlichkeitstheorie konsistent.
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Ereignisse A\‘(IT

a Beispiele:
® Der Wiirfelwurf mit zwei verschieden-farbigen® Wiirfeln wird beschrieben durch:
Q={(G,75):175€{1,2,...,6}}

Das Ereignis ,Augensumme ist 4“ entspricht:

A= {(173)7 (272)7 (37 1)}

a Das Ergebnis einer Lotto-Ziehung* (ohne Zusatzzahl) besitzt den
Ergebnisraum
Q={AC{1,2,...,49} : |A| =6}

3In Balde wird der Zusatz ,verschieden-farbig” klar werden.
4 ... hierbei werden 6 Zahlen aus 49 méglichen Zahlen gezogen...
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Ereignisse A\‘(IT

m Beispiele: (ctd.)

a Die Verteilung von N Wéhlern auf Np Parteien wird représentiert durch das
Modell:

Q:{(i1,’i2,...,iNP)Zil,iQ,...,’iNP 6{0,1,2,...,]\[},
i14+i2+ - +iny =N}

Das Ereignis ,Partei 1 erhalt mindestens 30%" entspricht:
A= {(il,iQ,---,in) c Qi > 03N}
Die Ereignis ,Die drei ersten Parteien erhalten Giber 50%" ist unmdglich:

A={(ir,i2,...,inp) €Q:i1 >0.5-N,is >0.5-N,ig >0.5-N}} =0
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Ereignisse A\KIT

a Bemerkung:

m Ereignisse gruppieren glinstige/gliltige Ergebnisse hinsichtlich einer
bestimmten Fragestellung.

m Nach Definition sind alle Teilmengen von 2 mdégliche Ereignisse. Die Menge
aller Ereignisse ist somit die Potenzmenge P (£2). Bald wird sich zeigen, dass
dieser Ansatz nicht immer sinnvoll/mdglich ist.

m Oft sind Vorgange gar nicht von sich aus zuféllig, sondern werden mangels
Kenntnis so modelliert.
m Es wird (hoffentlich) keine Person die Wabhl einer Partei durch Zufall entscheiden.
m Das Ergebnis des Wirfelwurfs kann evil. berechnet werden, sofern Abwurfwinkel
Abwurfgeschwindigkeit, Drehmoment, Oberflachen, Luftdruck, ... bekannt sind.
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Erinnerung: Rechnen mit Mengen &K"

a Vereinbarung:
m Sofern nicht anders gesagt sind im Folgenden A, B, C, A; C 2

a Grundoperationen:

m Durchschnitt
ANB=AB={weN:we AAwe B}

Vereinigung
AUB={weQ:we AVwe B}

a Komplementbildung o
B=B"={weQ:w¢ B}
a Differenz o
A\B=AB={weQ:wec AANw¢ B}

m Méachtigkeit
|A| = Anzahl der Element von A
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Holger Jakel u‘a_



Erinnerung: Rechnen mit Mengen &K"

u Eigenschaften:®

AUA=A4; AuQ=Q; Aufl=A4; AUB=BUA
AJU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC

ANA=A4;, AnQ=4, And=0; AnB=BnNnA
AN(BNCO)=(ANnB)NC=ANnBnNC

5Ubung: Rechnen Sie die Aussagen unter Verwendung der Definitionen nach.
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Erinnerung: Rechnen mit Mengen &‘("

a Eigenschaften: (ctd.)

teT teT
teT teT
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Ereignisse A\KIT

a Rechnen mit Ereignissen: (A, B,C C Q)

u Aist ein Teilereignis von B, falls
ACB
u Das entgegengesetzte oder komplementére Ereignis zu A ist
A=A"=Q\A={weQ:w¢ A}
m Ereignisse A, B heiBen disjunkt oder unvereinbar, falls
AB =10
u A heiBt zerlegbar, falls

A=BUC, BNnC=10
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Ereignisse %("'

er Institut o Technologie

a Bemerkung

m Der Bergriff der Zerlegbarkeit ist obsolet, falls alle Teilmengen Ereignisse sind.
In diesem Fall ist jedes Ereignis zerlegbar, sofern es kein Elementarereignis ist.
m Der Begriff ist dennoch niitzlich, da
m spater Situationen auftreten werden, in denen nicht alle Teilmengen Ereignisse

sind.
m durch die Zerlegung u.U. die Rechnung vereinfacht werden kann.
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Ubersicht

Q Der Wahrscheinlichkeitsraum

@ Einschub: Kombinatorik
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Einschub: Kombinatorik A\‘("

a Ziel: Kombinatorik beschreibt die Anzahl der méglichen Anordnungen
bestimmter gegebener Elemente

a Ansatzpunkt:

m Gegeben ist eine Menge
Q={wi,...,wn}

mit N Elementen
m Gesucht ist die Anzahl der mdglichen Anordnungen bei K < N Ziehungen
unter bestimmten Randbedingungen (mit/ohne Beachtung der Reihenfolge;
mit/ohne Zurticklegen/Wiederholung)
a Da jedes Mal ein Element aus €2 gezogen wird, besteht der Ereignisraum
immer aus Tupeln in
Q¥ =Qx-.-xQ

19 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab /
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Einschub: Kombinatorik

a Variationen VISIK)
a Szenario:

m Aus ©2 werden K < N Elemente mit Beachtung der Reihenfolge gezogen
m Die Elemente von (2 sind alle unterscheidbar und werden nicht zuriickgelegt
m Formal:

VIO = {1, ar) €95 sai £ a0 £ )

a Eigenschaft:®
N!
(N — K)!
m Nachweis: Fir das erste Element hat man NV Mdglichkeiten, fir das zweite
N — 1 etc. Beim K-ten hat man noch N — K + 1 Mdglichkeiten. Es folgt:
VI =N-(N=1)---(N—K+1)=N!/(N - K).. n

-

8Die Fakultét einer ganzen Zahl lautet: N! =1-2--- N.
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Einschub: Kombinatorik \KlT

tfor Technologie

a Variationen IN/]S,K)
a Szenario:

m Aus 2 werden K < N Elemente mit Beachtung der Reihenfolge gezogen
a Die Elemente von Q sind alle unterscheidbar und werden zuriickgelegt’

m Formal: .
V]&f ) = {(al,A..,aK) S QK}

a Eigenschaft:
’ U | — K

m Nachweis: In jedem Zug hat man N Méglichkeiten. |

"Hinweis: Da die Elemente zuriickgelegt werden, ist die Forderung K < N nicht notwendig.
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Einschub: Kombinatorik ﬁ("

er Institut o Technologie

a \Variationen
a Beispiele:
m Wabhlen Sie 3 WT-Biicher aus 10 unterscheidbaren ohne Zuriicklegen aus und
stellen diese ins Regal, so haben Sie dafir

1—0! =720
7!
Méglichkeiten.
® Bei N-fachem unabhangigen Wurf einer identischen Miinze gibt es 2V
Méglichkeiten.®
= Mit drei unterscheidbaren Wiirfeln ergeben sich

63 =216

maogliche Wiirfelergebnisse.

SAngenommen, dass sie nicht auf der Seite stehenbleibt.
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Einschub: Kombinatorik %("'

er Institut o Technologie

m Permutationen Il
a Szenario:®

m Aus Q2 werden K = N Elemente mit Beachtung der Reihenfolge gezogen
m Die Elemente von 2 sind alle unterscheidbar und werden nicht zuriickgelegt
m Formal:

HN:{(a1,...,aN)€QN:ai;éaj,i;éj}

a Eigenschaft:
[IIn| = N!

m Nachweis: Folgt wegen Il = VJS,N). |

9Ubung: Machen Sie sich klar, dass die Elemente damit lediglich umsortiert werden.
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Einschub: Kombinatorik \KlT

 far Technologie

m Permutationen H(L)

a Szenario:'®

m Aus Q2 werden K = N Elemente mit Beachtung der Reihenfolge gezogen
m L < N der N Elemente von €2 sind gleich, alle anderen Elemente unterscheidbar

m Formal:
HS\%) = {(al,...,aN) €N :a; =ajgenau L Mal}

a Eigenschaft:
| =%

m Nachweis: Fir die Anordnung der N Elemente hat man N! Méglichkeiten. Alle
Anordnungen, die nur die L gleichen Elemente vertauschen, sind identisch.

Somit ist:
‘H@) ’ _ x| _ N!
.|~ L!
|
10Zyr Unterscheidbarkeit zum K bei Variationen, werden die Anzahlen gleicher Elemente mit L bezeichnet.
24 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab /
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Einschub: Kombinatorik

KIT

. Ly,La,...,.L
® Permutationen {521

a Szenario:"

m Aus Q2 werden K = N Elemente mit Beachtung der Reihenfolge gezogen
m Jeweils L1, Lo, ..., Ly der N Elemente sind gleich, alle anderen Elemente
unterscheidbar?

a Eigenschaft:

E-LesLa) | N!
N Ll La!--- Lpy!
a Nachweis: Wiederholtes Argumentieren wie bei Hg\f) |

" Zur Unterscheidbarkeit zum K bei Variationen, werden die Anzahlen gleicher Elemente mit L bezeichnet.
121 L1+ ---+ Lay = N, soist jedes Element Teil einer Gruppe.
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Einschub: Kombinatorik ﬁ("

er Institut o Technologie

a Permutationen
u Beispiele:
m Mogliche Anordnungen von 10 verschiedenen Biichern im Regal: 10! = 3 628 800
= Mégliche Anordnung von 10 Biichern, wobei 5 gleiche WT-Biicher'? sind:

10!
— = 30240
5!
m Mdgliche Anordnung von 10 Biichern, wobei 5 gleiche WT-Blicher, 3 gleiche
NT-Biicher und 2 gleiche Physik-Blcher sind:
10!

513!2!

= 2520

13 ohne unterscheidbare Kennung...

26 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab /
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Einschub: Kombinatorik &‘(lT

a Kombinationen C’J(VK)

a Szenario:

m Aus 2 werden K < N Elemente ohne Beachtung der Reihenfolge gezogen
m Die Elemente von 2 sind alle unterscheidbar und werden nicht zuriickgelegt
m Formal:

C(K>:{(a1,...,aK)€QK:a1<a2<~~~<aK}

= ()

m Nachweis: Um K aus N mit Beachtung der Reihenfolge zu ziehen hat man

a Eigenschaft:

|H§\,K>| Méglichkeiten. Da fiir Kombinationen die Reihenfolge keine Rolle spiel,

sind alle K'! Vertauschungen &quivalent. Es folgt
K K !
O81 = VA1 K = e
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Holger Jékel

ey



28

Einschub: Kombinatorik &K"

a Kombinationen GJ(VK)
m Szenario:

m Aus Q2 werden K Elemente ohne Beachtung der Reihenfolge gezogen
m Die Elemente von 2 sind alle unterscheidbar und werden zuriickgelegt
m Formal:

él(VK):{(ah...,aK)EQK:al§a2§~-~§aK}

a Eigenschaft:
’“(K)) _ N+K-1
‘CN ( K

m Nachweis: Siehe [Hen13]

Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab
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Einschub: Kombinatorik &‘(lT

® Kombinationen
a Beispiele:
m Fr die Ziehung der Lottozahlen' gibt es
49
(6) = 13983816

mdogliche Ergebnisse.
m Fir das Durcharbeiten von 3 aus 7 méglichen WT-Biichern haben Sie

7
()=
3
verschiedene Optionen.
m Mit drei nicht unterscheidbaren Wiirfeln kénnen Sie

<6+§—1>:56

verschiedene Ergebnisse erzielen.

4 ohne Zusatzzahl, Superzahl etc...

29 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab /
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Einschub: Kombinatorik

u Ubersicht:

Mit Zurlicklegen Ohne Zuriicklegen
Mit Reihenfolge  |V{"| = N V)| = ey

Ohne Reihenfolge ‘5%{)‘ = (NJ}If_l) ’C](VK)‘ = (%)

30 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab
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Einschub: Kombinatorik

m Beispiel:'® Theorie und Simulation bei 10 000 Ziehungen pro
Szenario fir K =4und N =7
Mit Zuriicklegen Ohne Zuricklegen
theo.: 7% =2401 theo.. Tl =840
i i 4!
Mit Reihenfolge g 2366 sim.: 840
, theo.. (771 =210  theo: (})=35
Ohne Reihenfolge sim.: 210 sim.: 35
5patei: combinatorics.ipynb
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Einschub: Kombinatorik AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

a Variationen und Kombinationen beschreiben Auswahlvorgange (,Ziehen®),
wahrend Permutationen die Umordnungen beschreiben.'®

a Die Bezeichnung der einzelnen Szenarien ist in der Literatur uneinheitlich.
So bezeichnet beispielsweise [Hen13] die hier und in [JW02] als Variationen
eingeflhrten Szenarien als Permutationen.

18Eine Umordnung von N Elementen entspricht einem N-fachen Ziehen ohne Zuriicklegen.

itstheorie — Der inli i m Communications Engineering Lab Z
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Ubersicht

Q Der Wahrscheinlichkeitsraum

@ Wahrscheinlichkeit nach Laplace
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Im Folgenden wird die GréBe N oft als obere Anzahl von Beobachtungen oder
als obere Grenze von Vereinigungen oder Summen verwendet. Da die Menge
Q2 = {w1,...,wn} nicht mehr/nur noch selten direkt hingeschrieben wird, sollte
hierdurch keine Verwirrung entstehen.

34
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace

a Ziel: Einflhren eines intuitiv und analytisch fassbaren und

nachvollziehbaren Begriffs/Definition fir die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses.

a Intuition: Was haufiger beobachtet wird ist wahrscheinlicher.
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition

Fihrt man N unabhéangige'” Wiederholungen'® des Zufallsexperiments
(€2, P()) mit den Ergebnissen'® x1,...,xx € Q durch, so ist die absolute Hiu-
figkeitvon A C

hn(A) = |{i: x; € A}
und die relative Haufigkeit
hn(A)

Hy(A) = N

17Diese Annahme ist stets zu prifen.
18 \ beschreibt die Anzahl der Versuche/Wiederholungen und nicht die Elementanzahl von 2.
19pamit entspricht jedes z; einem w € Q.
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace &‘("

a Beispiel:
a Mitdem PC wurden N = 1000 bzw. N2 = 100 000 zufallige Zahlen aus
{1,...,6} erzeugt®®:

k 1 2 3 4 5 6
h (k) 166 163 181 158 168 164
hn, (k) 16781 16516 16648 16801 16593 16661

m Es ergeben sich die folgenden absoluten und relativen Haufigkeiten:

hn(5) = 168
hn (gerade Zahl) = 163 + 158 + 164 = 485
1000 — 164 836

H (Zahl kleiner gleich 5) = 1000 — 1000 = 0.836
. 181 + 164 345
Hy (teilbar durch 3) = = = 0.345
~( ) 1000 1000
20 und damit eine Sequenz von Wirfelwirfen simuliert...
37 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab {
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace &‘(“

a Eigenschaften:

0< Hy(A) <1, AcP@Q)
Hy(Q) =1
AB=0) = HN(AUB) :HN(A)+HN(B)

u Folgerungen:?'

21 Nachweis: Ubung
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace ﬂ(“’

er Institut or Technologi

m Beispiel:** Relative Haufigkeit von ,Kopf* in Sequenzen der Lange J'u',;é,
100 und Simulation von 100 Sequenzen ~

1.0

SO
SN
NN
SRRRINERR

SR

S \‘\
RTINS
é‘ (S \\s\‘:“‘:‘2‘:?“:3&%'3\*::

SRR
SIS
SRR SRR

0.6

H x(Kopf)

AR5 s
il
"?ltf'.'l"ﬂ"/ =
Ilf.v,l -

( 20 40 60 80 100

22patei: relative_frequency.ipynb
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace &‘("

a Diskussion:
m Die absolute und die relative Haufigkeit beruhen auf einer Beobachtungsfolge.
Aus Hy (A) = 0 folgt mitnichten, dass A niemals auftreten kann! Ebenso
wenig folgt aus Hx (A) = 1, dass A stets auftritt.
m Beispiel: Wirden Sie aus 5 - 3 erfolglosen Wiirfen beim ,Mensch &rgere Dich
nicht“ schlieBen, dass es gar keine 6 gibt?

m |dee: Mache die Folge beliebig lang; definiere Wahrscheinlichkeit als
Grenzwert.

m Problem: ([Hen13]) Auch damit Iasst sich kein konsistenter
Wahrscheinlichkeitsbegriff definieren, da genau diese eine Beobachtung?®
theoretisch vollkommen uncharakteristisch sein kann.

23Beachte: Man wiirde im letzten Beispiel genau eine der Sequenzen beobachten!
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace

m Status Quo: Keine sinnvolle Definition der Wahrscheinlichkeit tber
Haufigkeiten

a Konsequenz: Gehe von Beobachtungsfolgen wieder zurlick zu (£2, P(€2)).

Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum Communications Engineering Lab /
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace AT

.........................

Definition

Treten alle Ergebnisse w; € €2 mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf,

1

P(wl) = ﬁv

so nennt man das Zufallsexperiment ein Laplace’'sches Zufallsexperiment.

Wat inli itstheorie — Der inli i Communications Engineering Lab
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace AT

.........................

Definition

In einem Laplace’schen Zufallsexperiment ergibt sich die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses A C €2 durch:

P(4) = @ _ Anzahl guinstige Maglichkeiten
9] Anzahl Méglichkeiten

43 Wat inli itstheorie — Der inli i Communications Engineering Lab
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace &‘("

a Bemerkungen:

m In einem Laplace-Experiment ist stets
0<k<|Q

m Samtliche Aufgaben der Kombinatorik lassen sich mittels
Laplace-Experimenten beschreiben.

m Beachte: Im Gegensatz zu relativen Haufigkeiten ,zahlt man nicht in
Zeitrichtung, sondern in Zufallsrichtung*

44 Wahrscheinlichkeitstheorie — Der Wahrscheinlichkeitsraum
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace \KlT

 far Technologie

u Beispiel:®*

m Szenario: In einer Urne sind R rote und N — R weif3e Kugeln

m Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei Ziehen von n Kugeln
genau r rot und n — r weil3 sind?

m Losung:

m Moglichkeiten n aus N zu ziehen: |CI(\;L)\ = (]T\Z)
= Méglichkeiten r aus R zu ziehen: \C(T)| ="

= Méglichkeiten n — r aus N — R zu ziehen: |C<" D)= (]Z !
m Es ergibt sich die Wahrscheinlichkeit:

) G
)

mit ,ziehe r aus R* , ,ziehen —raus N — R“ und

P =

?4Dies wird spater als hypergeometrische Verteilung bezeichnet werden.
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace %("'

30 70
m Beispiel:®® (ctd.) N = 100, R =30,n = 10 = P, = % -

( 10 ) ’ Jupyter
Simulation von 1 000 Ziehungen -~

Il theo.
0.25 I sim.

0.20

a5 0.15

0.10

0.05

25patei: laplace_hypergeometric.ipynb
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace %("'

er Institut o Technologie

6 43
m Beispiel:®® (ctd) N =49, R=6,n=6 — P, = %; ° T
6 Jupyter
e

Simulation von 1 000 Ziehungen

0.45
0.40 | theo.
E sim.
0.35 _
0.30
0.25
s
0.20
0.15
0.10
0.05
]
U'UU(J 1 2 3 4 5 6
r
26 patei: laplace_hypergeometric.ipynb
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace &‘("

a Beispiel/Ubung: Betrachten Sie einen Wurf mit zwei Wairfeln. Begriinden
Sie, ob es sich um ein Laplace-Experiment handelt, wenn

m beide Wirfel dieselbe Farbe besitzen.
m die Wiirfel verschiedene Farben haben.
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Wahrscheinlichkeit nach Laplace AT

Vor kurzem wurde argumentiert, dass Uber relative Haufigkeiten kein Wahrschein-
lichkeitsbegriff definiert werden kann.
Jegliche Form von Simulation (wie in den letzten Beispielen) erzeugt aber genau

GroBen der Form
# Treffer

# Versuche

Wenngleich also Uber solch ein Vorgehen keine Definition mdglich ist, so kann
die Wahrscheinlichkeit offenbar doch gut approximiert werden. Die Begriindung
dieser Tatsache erfolgt spater.
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Ubersicht

Q Der Wahrscheinlichkeitsraum

@ Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff

a Wiederholung: (Eigenschaften der relativen Haufigkeit)

0< Hy(A) <1, AePQ)
Hy(Q) = 1
AB=0 — HN(AUB) ZHN(A)+HN(B)

a Erinnerung: Es ist nicht méglich, dariber Wahrscheinlichkeit zu definieren,
da Hy (A) von der beobachteten Folge abhangt.

a |dee: Bilde ein Framework, das mathematisch ,safe” ist und diese
Eigenschaften beibehalt.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff

a Beobachtung: Die Ergebnismenge vieler zufélliger Vorgange ist nicht
endlich, sondern entweder abzahlbar unendlich (&hnlich zu N) oder gar
Uberabz&hlbar unendlich (&hnlich R)

a Beispiele: Anzahl der Wirfelw(rfe ,bis zur ersten 6“; Spannung an einem
rauschenden Widerstand

a Problem: Es kann gezeigt werden ([Hen13]), dass es fir R nicht méglich
ist, die Potenzmenge als Menge der mdglichen Ereignisse zu verwenden.

a Losung: Verwende einen Teil der Potenzmenge als Ereignismenge.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AIT

m Frage: Welche Eigenschaften sollte diese Ereignismenge besitzen?

a Antwort:
@ .Irgendetwas tritt ein“ = € sollte ein Ereignis sein
@ Ist A ein Ereignis, so sollte das Gegenteil A ein Ereignis sein
@ Fur mehrere zuléassige Ereignisse A, sollte ,mindestens eines der Ereignisse®
ein mdgliches Ereignis sein
@ Beliebige Kombinationen der Punkte 2 und 3 sollten wieder ein mégliches
Ereignis sein
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Eine nicht-leeres Teilmengensystem?” () # B C P(f) heiBt o-Algebra (zur
Grundmenge 2), falls:

QeB
AeB — AeB

A, eBneN = UAneB

n=1

27 B ist damit eine Menge von Mengen!
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Bemerkungen:
m Die erste Forderung ist mathematisch nicht notwendig, da:

B#) = ex. AcB = Q=AUA€B

= Aufgrund der dritten Bedingung sind alle endlichen Vereinigungen wieder in 15 .
m Wegen der zweiten und dritten Bedingung sind alle Durchschnitte in 53 :

A, e€BneN = ﬁAn:GZneB
n=1 n=1
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Bemerkungen: (ctd.)

a Die Potenzmenge P(£2) ist eine o-Algebra, ist aber oft ,zu groB*
u Fir endliche Wahrscheinlichkeitsrdume 2 wird die dritte Bedingung auf
endliche Vereinigungen reduziert:*®

N
Ap€Bn=1,....N = |JA. B

n=1

28(Jbung/Frage: Wieso?
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff

= Folgerung: Fir jedes® M C P(Q) ist die von M erzeugte o-Algebra
B(M) gegeben durch

M C B(M)
B > M o-Algebra = B’ D B(M)

als die kleinste o-Algebra, die die Ereignisse aus M enthélt.
a Konsequenz: Man kann sich Uberlegen, welche Ereignisse man

mindestens haben mdchte, diese alle in M schreiben und tber B(M) eine
geeignete o-Algebra konstruieren.

29Achtung: M C P(2) = M ist eine Menge von (Teil-)Mengen!
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

u Beispiel/Ubung:
m Was ist die kleinste o-Algebra Uiber Q?
a Geben Sie fur den Wurfelwurf mit @ = {1,...,6} an:

P(Q) =7
o({{1,2}}) =
o({{1,2}, {5}) =

a ,,Ubung++“: Schreiben Sie ein Programm, das bei gegebenen 2 und M
die o-Algebra o (M) erzeugt.*°

3O0Hinweis: Etwas schwieriger. Evtl. Abbruchkriterium der Art keine neue Menge hinzugekommen®.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition

Die Borel'sche o-Algebra ist die fiir 2 = R von allen halboffenen Intervallen er-
zeugte o-Algebra:

B(R) = o({(a,b] : a <b)})

m Bemerkung: Praktisch enthalt B(R) alle fir die Anwendung relevanten
Ereignisse. Es kann aber gezeigt werden, dass B(R) € P(R) [Kre91].

59 Wahrscheinlit itstheorie — Der inli i m Communications Engineering Lab : )
Holger Jékel \.



Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition

Eine Ereignisdisjunktion oder Zerlegung von (Q, B) ist ein abzahlbares Mengen-
system/eine abzahlbare Mengenfolge A,, € B,n € N mit

A A, =0,n #m; U4.=0
n=1
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff

Fir die Vereinigung disjunkter Mengen schreibt man in Kurzform:

A, U An mit Ay A = 0,0 # m

n=1 n=1

.........................

vvar inli
Holger Jékel
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

.........................

Jede abzahlbare Vereinigung lasst sich als disjunkte Vereinigung schreiben.

m Nachweis: Verwendet man nur die ,jeweils neuen Elemente®, so ist:3

G- Us)

31 Ubung: Machen Sie sich klar, dass die Mengen in der Klammer paarweise disjunkt sind.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

m Beispiel: Fir Q = {2,...,15} ist

Q={2,4,6,8,10,12,14} U {3,6,9,12, 15}
U {5,10,15} U {7,14} U {11} U {13}.

Hierflr ergibt sich aus dem letzten Satz (,nichts dazu, was schon da war*):

Q=1{2,4,6,8,10,12,14} + {3,9,15}
+ {5} + {7} + {11} + {13}
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition
Far einen Ergebnisraum §2 mit o-Algebra B ist eine Wahrscheinlichkeit eine Abbil-
dung P : B — R mit:

P(A)>0,A€B
PQ) =1

P(iAn> =iP(An), A, €B

Das Tupel (2, B, P) heiBt Wahrscheinlichkeitsraum. Der Wert P(A), A € B, ist
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € B.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Bemerkungen:
a Aus der dritten Bedingung folgt insbesondere fiir AB = ():

P(A+ B) = P(A) + P(B);

damit bilden die an eine Wahrscheinlichkeit gestellten Bedingungen genau die
Eigenschaften der relativen Haufigkeit ab.

a Beachten Sie, dass P(-) nur auf B definiert ist. Fur ,Nicht-Ereignisse“ kann
keine Wahrscheinlichkeit angegeben werden.
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Eigenschaften: Fir A, B € B gilt:
P®) =0

P(A) =1- P(A)
ACB = P(A) < P(B)

0< P(A)
P(AUB) )+ P(B) —
o0 o0
S A= = p(Ya,
n=1 n=1
a Nachweis: Tafel u
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume®?

a Ist © endlich, so kann B = P(2) gewahlt und fir jedes Ereignis eine
Wahrscheinlichkeit berechnet werden.
m Fir endliche Wahrscheinlichkeitsrdume reduziert sich die dritte Forderung auf

(550) - Sorian
a Wegen
PA) = P (z{a}> S Py

ac€A acA

genugt es in einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum die Wahrscheinlichkeit
von Elementarereignissen festzulegen, um das Wahrscheinlichkeitsmaf3
vollsténdig zu charakterisieren.

32 Bemerkungen teilweise nach [Hen13]
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Wahrscheinlichkeit nach Kolmogoroff AT

a Endliche Laplace’'sche Wahrscheinlichkeitsrdume
a In einem Laplace’schen Zufallsexperiment ist |2| endlich, B = P(£2),
P({a}) = g und somit:
_ Al
el
a Ubung: Priifen Sie durch formales Rechnen nach, dass durch ein
Laplace-Experiment ein Wahrscheinlichkeitsraum entsteht.

P(A)
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Ubersicht

e Der Wahrscheinlichkeitsraum

@ Lernziele
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Lernziele A\KIT

a Die folgende Aufstellung fasst die zentralen Punkte zusammen.

a Es wird aufgezeigt, welche Punkte nach Bearbeitung des Kapitels klar sein
sollten.
a Hinweise:
m Die Auflistung ist nicht vollstédndig, sondern fiihrt die wichtigsten Aussagen auf;
nicht erwahnte Inhalte sind dennoch bedeutsam.
m Oft enthalten die Nachweise wichtige Ideen; diese also nicht vernachlassigen.
m Stets versuchen, Gleichungen in Verbindung mit Interpretationen und
Anwendungen zu sehen
a Des weiteren sollten alle kleinen nltzlichen Ergédnzungen verstanden sein.
m Es istimmer eine gute Idee, etwas Gelerntes im Rechner umzusetzen. Dies
hilft beim Versténdnis und scharft das Bewusstsein fir mdgliche Probleme.
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Lernziele A\KIT

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:
a Definition eines Ergebnisraums, Ereignisse, Elementarereignisse,
Teilereignise, komplementéares Ereignis, disjunkte Ereignisse
a Wiederholung: Rechnen mit Mengen
a Kombinatorik: Variationen, Permutationen, Kombinationen

m Absolute und relative Haufigkeit, Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff
und Anwendungen

a Notwendigkeit und Motivation zur Definition von o-Algebra und deren
Eigenschaften

a Wahrscheinlichkeitsbegriff nach Kolmogoroff und Eigenschaften
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Ubersicht

e Der Wahrscheinlichkeitsraum
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