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Referenz %("'

er Institut o Technologie

m Folgende Diskussionen erfolgen geman’

[JWO02]: F. Jondral, A. Wiesler, Wahrscheinlichkeitsrechnung und sto-
chastische Prozesse, Teubner, 2002

"Von dort entstammt die Struktur der Folien, die Formeln und die meisten Bilder.
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Wiederholung A\‘(IT

a Erinnerung:
a Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tupel (€2, B, P). Hierbei ist

u ( der Ergebnisraum,

m 3 eine o-Algebra auf 2 und

u die Wahrscheinlichkeit eine Abbildung P : B — R mit:
P(A)>0,AeB
P(Q)=1

P<i14n> = iP(An), A, €B
n=1 n=1

Der Wert P(A), A € B, ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € B.
a Ist Q endlich, so kann stets B = P(2) gewéhlt werden.
m In Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraumen sind zudem alle
Elementarereignisse gleichwahrscheinlich; es folgt P(A) = |A|/€].
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Zufallsvariablen A\K"‘

a Grundidee: Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, B3, P) sehr
abstrakt; praktisch beobachtet man oft reelle Zahlen?

m Aufgabe: Uberfiihren des Wahrscheinlichkeitsbegriffes von 2 auf R

a Methode:
m Verwendung einer Abbildung, im Weiteren Zufallsvariable genannt:

X:Q—-R

m Charakterisierung der Wahrscheinlichkeit in R

2Der Fall endlich vieler diskreter Werte ergibt sich als Spezialfall.
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Zufallsvariablen A\K"

a Frage: Wieso eine Zufallsvariable einfiihren? Wieso nicht direkt die
auftretenden Werte mit entsprechenden Wahrscheinlichkeiten verwenden?

a Antwort: Zitat aus [Sch15, S. 89]:

J-..] Eine Zufallsvariable dient dazu, gewisse Teilaspekte eines
Zufallsexperiments [...] hervorzuheben und unwichtige Teilaspekte
auszublenden.”
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Zufallsvariablen A\K"‘

u Beispiel:
m Fragestellung: Es werden 5 Wirfel geworfen; deren Augensumme sei, z.B. flr
ein Gesellschaftsspiel, relevant.

m Loésung 1: Summe aus 5 Wiirfeln = Q = {5,4,...,30};
Wahrscheinlichkeiten P (@) durch Abzahlen der Méglichkeiten

m Losung 2: Verwende ein Laplace-Modell mit © = {1,...,6}" und
gleichwahrscheinlichen Tupeln; Augensumme ist dann ,nur noch® eine
Abbildung
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Zufallsvariablen

a Erinnerung: Zufallsvariablen sind Abbildungen X : Q2 — R und ,Ubertragen
Wahrscheinlichkeit” von 2 auf R

m Problem: ,Wahrscheinlichkeitsmessung“ nur in (£2, B, P) méglich = fur
die ,interessanten* Ereignisse A C R, A € Bg, muss P(X*(A))
berechnet werden kénnen, also muss gelten

X HA)={weQ: X(w)c A} eB, AcBg
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Zufallsvariablen AT

Eine reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, B, P) ist
eine Abbildung
X:Q—-R,

die jedem Elementarereignis eine reelle Zahl zuordnet und fiir die gilt:3
X" Y(=o0,a]) € B

Die Verteilung einer Zufallsvariablen beschreibt die Verteilung der Wahrscheinlich-
keit Uber IR:

Px(A)=P(X ' (A), AeBg

3Die Notwendigkeit dieser Forderung wird im néchsten Kapitel deutlich werden.
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Zufallsvariablen A\‘("

a Beispiel: (Wirfelwurf)
= Wahle Q = {1,2,...,6} und*

B=o({{1,2}}) ={0,{1,2},{3,4,5,6},Q}

a Die Augenzahl wird Gber die Abbildung®X : Q — R, 4 — ¢ berechnet.
m In diesem Fall folgt:

X_l((_oov?’]) ={1,2,3} ¢B

Die Wahrscheinlichkeit P(X < 3) = P({1, 2, 3}) kann nicht berechnet
werden, da {X < 3} kein zulédssiges Ereignis ist.

4Vergleiche das Beispiel in Kapitel 2.
5Da die Zufallsvariable hier LJnichts tut” ist diese Konstruktion eigentlich unnétig. Zur Verdeutlichung der
Aussage ist es dennoch hilfreich.
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Zufallsvariablen A\‘("

a Ergéanzungen:

a Das Problem in obigem Beispiel ist, dass B = o ({{1,2}}) ,zu klein ist“.
Wahlt man in vorigem Beispiel B = P(2), so ist das Urbild ein zulassiges
Ereignis, {X < 3} = {1, 2,3} € B, und es folgt:

_ 3
Px((=00,3]) = P (X '((=00,3])) = P({1,2,3}) = 5 =05

a Die Mengen (—o0, a],a € R, sind ,ziemlich viele*, insbesondere relativ zu 2

des obigen Beispiels. Allerdings ist:

Px((—00,3.3]) = P (X '((-0,3.3])) = P({1,2,3}) = % =0.5

Es ,geht also trotz | B| < |{(—o0, a],a € R}| gut", weil oft® die Gleichheit
X7 ((—00,a]) = X~ H((—00, b)) gilt

8Ubung: Uberlegen Sie sich, wann das zutrifft.
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Zufallsvariablen AT

Definition

Eine reellwertige Zufallsvariablen X ist diskret, falls ihr Wertebereich X (Q2) =
{X(w) : w € 2} endlich oder abz&hlbar ist. Der Wertebereich kann damit durch

X(Q) = {z1,22,...}

beschrieben werden.
Die Verteilung diskreter Zufallsvariablen ist durch die Einzelwahrscheinlichkeiten

pn = P(X =z,)

vollsténdig beschrieben.
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Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Die Verteilungsfunkion einer diskreten, reellwertigen Zufallsvariablen ist definiert”
durch:
Fx(z) = P(X <)

Die Verteilungsfunktion diskreter Zufallsvariablen ergibt sich zu:

)

5
&
I
!
»
I

7 Je nach Autor wird die Verteilungsfunktion auch als F'(z) = P(X < z) definiert.
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Zufallsvariablen A\K"‘

a Bemerkungen/Beispiele:®

m Ist der Wahrscheinlichkeitsraum €2 endlich oder abzahlbar, so ist jedes
reellwertige X diskret. Fir das Wirfelbeispiel von Folie 12 folgt etwa:

X(Q2) ={1,2,3,4,5,6}

u Aufgrund der Definition von Zufallsvariablen kann die Verteilungsfunktion stets
berechnet werden.

8Ubung: Begriinden Sie dies.
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Zufallsvariablen A\K"‘
o

Jupyter
u Beispiel:® -
m Szenario: Bei einem zweifachen Wiirfelwurf unterscheidbarer Wiirfel

interessiere die Augensumme

® Modell: Laplace-Experiment auf'®
Q:={(i,5):1<4,j <6}, B=P(Q)

m Die Beschreibung der Summe als Zufallsvariable und ihre Verteilung lauten:

Q
x Q97 R
w=(i,]) > i+

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X = k) 316 326 % % 356 366 % 346 % 326 316
9Datei: dice_sum.ipynb
10Frage/Ubung: Wieso kann P (£2) verwendet werden?
17 Wahrscheinlichkeitstheorie — Diskrete Verteilungen Communications Engineering Lab f[é.
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Zufallsvariablen AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Jupyter
® Beispiel:''(ctd.) ~
m Graphische Darstellung der Verteilung; Simulation von 1 000 Werten
|
=012
Z0.10
fn.us
=
& 0.06
0.04
0.02 . I
000 ] 6 8 10 12
n
" Datei: dice_sum.ipynb
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Zufallsvariablen

Jupyter
a Beispiel:'? (ctd.) -
m Aus der Verteilung ergibt sich die Verteilungsfunktion...
T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(X=2) 35 36 3 3 36 36 36 36 36 36 36
1 3 6 10 15 21 26 30 33 35 36
F(x) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
2patei: dice_sum.ipynb
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Zufallsvariablen AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

Jupyter
»

m Beispiel:" (ctd.) S

m Graphische Darstellung der Verteilungsfunktion bei zweifachem Wurfelwurf;
Simulation von 1 000 Werten

1.2
— theo.
L0} | x—x sim.
0.8
£06
=
0.4
0.2
)
0. 2 1 6 B 10 2
xr
3patei: dice_sum.ipynb
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Zufallsvariablen A\K"

m Beachte: Je groBer der Sprung von F'(z) an einer Stelle ist, desto
wahrscheinlicher ist der jeweilige Wert.

m Beispiel: Demnach sind bei der Summe zweier Wiirfel 6,7, 8 am
wahrscheinlichsten, was auch durch die Verteilung bestétigt wird.
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Zufallsvariablen A\‘("

m Beispiel:'* (,Rauskommen* bei Mensch argere Dich nicht)

m Es wird so lange ein Wirfel geworfen bis eine 6 auftritt.

m Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Wiirfe bis zu ersten 6.
a Der Wertebereich ist X (©2) = N.

a Es ergibt sich mitp = 1/6:

P(X =k)=(1-p)" W

14 _fur eine Zufallsvariable mit abzahlbar unendlichem Wertebereich...
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Zufallsvariablen A\K"

a Bemerkung:

Wahrscheinlichkeitstheorie — Diskrete Verteilungen Communications Engineering Lab /

Holger Jékel

Im Beispiel ,Augensumme bei zweifachem Wirfelwurf“ kénnte auch direkt
0={2,3,...,12}

mit entsprechender Verteilung P verwendet werden. Dann wiére die
Verwendung einer Zufallsvariablen unnétig.

Aber: Durch das Vorgehen wie im Beispiel entsteht fir (€2, P) ein
Laplace-Experiment, das ,nur noch durch X abgebildet wird“.

Dieses Vorgehen ist des ofteren einfacher als die direkte Modellierung mit nicht
Laplace’schen Wahrscheinlichkeiten (— vgl. dice_sum.ipynb).
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KenngréBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Beobachtung I: Betrachtung der Verteilung einer Zufallsvariablen
Px(zy) =P(X =2,) =P{{weQ: X(w) =x,})

bietet vollstdndige Information

a Beobachtung II: Charakterisierung der kompletten Verteilung oft ,unnétig
kompliziert*; evtl. genligt weniger Information, die aber leichter zu erfassen
ist

a Ildee: Beschranken auf charakteristische Werte der Verteilung wie etwa

m Durchschnittliche Lebensdauer
m Streuung um Mittelwerte
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition
Der Erwartungswert oder Mittelwert einer diskreten Zufallsvariablen X mit Werte-
bereich X (Q) = {1, x2, ...} ist definiert durch

E(X)=> Xw)Pw) =) z.P(X =z,)
weN n=1

falls die Summe existiert.

26
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KenngroBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Bemerkung: (Bezug auf Beispiel der Summe aus 5 Wirfeln)

m Bei der Berechnung des Erwartungswerts erkennt man die ,Starke” der
Verwendung von Zufallsvariablen...

a Ldésung 1:
= Verwendung von {2 = {5,...,30}
= X (w): unndtig/nicht vorhanden
m P(®): schwierig (,Ruckwartsrechnung®; ,welche Kombinationen fiihren auf
Summe w?“)

a Losung 2:
a Verwendungvon Q = {1,...,6}° mitw = (a1,...,a5) € Qund P(w) = 1/|Q|
m P(w): sehr einfach
a X (w): relativ einfach (,Vorwartsrechnung®)
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Holger Jakel u‘iw_



28

KenngréBen von Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition
Der Erwartungswert oder Mittelwert einer diskreten Zufallsvariablen X mit Werte-
bereich X (Q) = {1, x2, ...} bzgl. der Funktion g(-) ist definiert durch

E(g(X)) = Y 9(X(@)Pw) =) g(@a)P(X = zn)

falls die Summe existiert.
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition
Falls die entsprechenden Summen existieren, so lautet das k-te Moment

[ee}

E(X*) =Y X*w)Pw)=> ztP(X =z,)

we n=1

und das k-te zentrale Moment.

E((X - E(X))*) =) (X-BE(X))*(@)PWw) =) _(en~E(X)*P(X = )

weN n=1

29
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Das zweite zentrale Moment
D*(X) :=var(X):= E ((X — E(X))?) = E(X?) — (E(X))?
heiBt Varianz der Verteilung.

Die Standardabweichung'® ist die Wurzel der Varianz:

D(X) = VE((X - B(X))?)

5per Begriff ,dispersio* (Lat.) bzw. Dispersion motiviert die Verwendung des Bezeichners D(-). [Ren62]
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KenngréBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Eigenschaften: Sind X, Y Zufallsvariablen und a, b € R Konstanten, so
gilt:"®

EX+b)=EX)+b
EX+Y)=EX)+E®Y)
E(aX) = aFE(X)

D?*(aX) = a’D?*(X)
D*(X +b) = D*(X)

6 Nachweis: Entweder selbst als Ubung nachrechnen; alternativ Nachweis in der Ubung abwarten.
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KenngréBen von Zufallsvariablen

Definition

Eine Zufallsvariable X hei3t standardisiert, falls

E(X)=0
D*(X) = 1.

.........................

Wat inli itstheorie — Diskrete Verteil
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

.........................

Ist B(X) =m < cound D*(X) = 02 < o0, s0 ist

_X—m
o

Y

standardisiert.

m Nachweis: Man rechnet:

E(Y):E(X;m) =E<Xa_m) =0
DQ(Y):D2<X;m) :%D2(X—m):$a2:1

Wat inli itstheorie — Diskrete Vertei Communications Engineering Lab [
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KenngréBen von Zufallsvariablen

a Beispiele:
w Der Wiirfelwurf hat den Erwartungswert:'”

6 6
1 1 7-6
= =~ =—=35
m Der Wiirfelwurf hat die Varianz:
¢ 35
D? X)= —35 —
( ; " T 12

a Ubung: Verwenden Sie die Gewinnquoten der letzten Woche, um den
Erwartungswert beim Lotto zu berechnen.®

7Dieses Beispiel zeigt, dass der Erwartungswert nicht notwendig ein gliltiges Ergebnis ist.
"8Hinweis: Erinnern Sie sich an die hypergeometrische Verteilung in Kap. 2 bei der Diskussion der
Laplace-Wahrscheinlichkeiten.
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

.........................

Definition

a Ein Wert z,,, fir den
P(X <z,) <p, P(X>uz,)<1—p

gilt, heiBt p-tes Quantil. Das p = %-Quantil heiBt Median.

35
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KenngréBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Bemerkungen:
m Anschaulich liegt bei einem p—Quantil héchstens p Wahrscheinlichkeit ,links
davon“ und héchstens 1 — p der Wahrscheinlichkeit ,rechts davon®.

a Der Median ist robuster gegen AusreiB3er, weswegen er in Statistiken'® haufig
eingesetzt wird [Hen13].

Enthalt die Beobachtung Ausreier nach oben, so gilt Ty < E(X), bei
Ausrei3ern nach unten gilt x> E(X).

® Quantile sind nicht unbedingt eindeutig.?’
Dies kann dadurch vermieden werden, dass das p-Quantil als

inf{zr € R: P(X <z)>p}

definiert wird [Hen13]. Beachten Sie, dass die Literatur hier uneinheitlich ist.

19Ubung: Finden Sie ein Beispiel, in dem der Median aussagekraftiger ist.
ZOUbung: Finden Sie ein Gegenbeispiel.

36 Wahrscheinlichkeitstheorie — Diskrete Verteilungen Communications Engineering Lab /
Holger Jékel



KenngréBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Beispiele:

m Die Studiendauer an einer Hochschule werde iber eine Zufallsvariable X € N
beschrieben.?! Machen N = 10 Studierende ihren Abschluss in

7,8,9,9,10,10,11,11,12,51

Semestern, so ist bei Annahme einer Gleichverteilung der Erwartungswert
E(X) = 13.8 und der Median 1 = 10 bzw. jeder Wert zwischen 10 und 11.
m An einer zweiten Hochschule werden die Abschliisse nach

2,7,8,9,9,10,10,11,11, 12

erreicht. Hier ist: E(X) = 8.9 und r1 = 9 bzw. jeder Wert zwischen 9 und 10.

21 die Studiendauern seien hier nicht durch die PO begrenzt...
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

.........................

Definition
Die charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen X ist?® definiert als

o(s) = px(s) = E (e*¥), seR.

Es folgt:

Z e_]sX(w)P Z erx"P )

we

22 im Falle der Existenz...
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

aus der charakteristischen Funktion von X berechnet werden.?®

m Nachweis: Tafel; Ansatz: Ableiten von ¢(s) |

BNotation: ¥ (s) := %cp(s)

Wat inli itstheorie — Diskrete Vertei Communications Engineering Lab )
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KenngréBen von Zufallsvariablen

a Frage: Welche Umformungen ergeben sich fir die charakteristische
Funktion diskreter Zufallsvariablen, falls die diskrete Zufallsvariable nur
Werte 0, 1,2, ... annimmt?

a Antwort: Fir die charakteristische Funktion ergibt sich:

pls) = D eP(X = n) = 3 P(X =n) ()"

40 Wahrscheinlichkeitstheorie — Diskrete Verteilungen Communications Engineering Lab
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

.........................

Definition

Nimmt die diskrete Zufallvariable X nur Werte in Ny = {0,1,2,...} an, so lautet
im Falle der Existenz deren erzeugende Funktion:

Y(z) = Yx(2) = E (%) = ZP(X =n)z", z€C

M

Wat inli itstheorie — Diskrete Vertei Communications Engineering Lab
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KenngréBen von Zufallsvariablen AT

.........................

Die Verteilung von X ergibt sich bei Existenz aus den Ableitungen der erzeugen-
den Funktion:

(n)
P(X =n)= ©) n=12...

Pnl”’

a Nachweis: Rechnung wie bei charakteristischer Funktion [ ]

42
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KenngréBen von Zufallsvariablen &‘(lT

a Bemerkungen:
m Wegen

oo
W) =[>_ P(X =n)
n=0
existiert die erzeugende Funktion mindestens fur |z| < 1 und ist dort absolut
und gleichmaBig konvergent sowie stetig.
m Da eine Funktion nur auf genau eine Weise als Potenzreihe dargestellt werden
kann, sind zwei Verteilungen genau dann identisch, wenn ihre erzeugenden
Funktionen identisch sind. [Hen13]

giP(X:n)zl
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Motivation &‘(lT

er Insttut or Technologie

a Motivation: Einige Verteilungen sind in der Anwendung der
Wahrscheinlichkeitstheorie von groBBer Bedeutung, weil sie sich als Modelle
flr bestimme Ph&nomene bewahrt haben.

u Beispiele:®*

m Modellieren von Bit- und Symbolfehlern (unabhangige Fehler oder
Bundelfehler)

m Verteilung von Fehlern nach/trotz Codierung

m Modellieren der Anzahl eintreffender Pakete in nachrichtentechnischen
Systemen

24Es sei die Egozentrik verziehen, dass die Nachrichtentechnik in dieser Auflistung dominiert. Aufgrund des
eigenen Arbeitsgebiets liegen diese Beispiele nahe.
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Die Zweipunktverteilung A\K"‘

a Modell:

u Zufallsvariable X kann zwei mégliche Werte z1, z2 mit z2 < z1 annehmen
a Der Beobachter sieht entweder A = {X = x1} oder A = {X = z2}

a Anwendung/Beispiele:
a Munzwurf
m Wert eines zufalligen Bits
m Radar-Detektion
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Die Zweipunktverteilung

u KenngréBen der Verteilung:?®
P(A)=p, PA)=1-p
E(X) =z1p+x2(1 —p)
D*(X) = (a1 — 2)°p(1 — p)
o(s) = 3572 4 p (501 — else2)

25Erinnerung: Ty < T
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Wichtige Verteilungen AT

Karisruher Insttut 0 Technologie

m Beispiel:?® Simulation von N; = 50 bzw. N, = 10000 Wiirfen
eines fairen Bits?”

26patei: two_point.ipynb
2’Damitist: x5 = 0,21 = 1 = E(X) = 0.5, D*(X) = 0.25
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Die Zweipunktverteilung A\K"‘

a Erganzung:

m Das (Nicht-)Eintreten von Ereignissen spielt — insbesondere in
Produktexperimenten — eine wichtige Rolle

m Mathematisch kann dies durch eine Zufallsvariable (,Funktion®) modelliert
werden, die bei gegebenem Ergebnis eines Zufallsexperiments prift, ob das
Ereignis eingetreten ist...
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Wichtige Verteilungen AT

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Definition

Die Indikatorfunktion I, : Q — IR zeigt an, ob ein bestimmtes Ereignis A € B
eintritt. Sie ist definiert durch:

1, wed
IA(W):{O wé A

Es ist:
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Die Binomialverteilung AT

a Modell: (Bernoulli’sches Versuchsschema)
a Durchfiihren von N unabhangigen Versuchen mit Zweipunktverteilung auf den
Ereignissen A = {X =21}, A= {X =z} mit P(A) =p
m Wahrscheinlichkeitsraum:
QY =Qx---xQ

w=(ai,...,an),a; €Q

m Xy beschreibt die Anzahl der Versuche mit Ergebnis A (,Treffer):

N
XN = Z Ta(a;) = |{3: Versuchiergibt A}| € {0,1,...,N}

i:¢1

a Anwendung/Beispiele:

a Anzahl fehlerhafter Bits bei Ubertragung von N Bits
m N-faches Wurfeln und Z&hlen der 6-er
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Die Binomialverteilung

u KenngréBen der Verteilung:28

P(Xy=k)= <JZ)p’“(1 —p)NF
E(Xy) = Np
D*(Xy) = Np(1 —p)

o(s) = (1+p(e’* — 1))

28Ubung: Erklaren Sie den Erwartungswert anschaulich.

52 Wahrscheinlichkeitstheorie — Diskrete Verteilungen Communications Engineering Lab Z
Holger Jakel u‘a_



Die Binomialverteilung AT

a Bemerkungen:

m Eine Binomialverteilung wird durch die Parameter N und p beschrieben
m Eine Binomialverteilung zahlt die absolute Haufigkeit des Ereignisses A:

Xn = hn(A)

Teilt man durch die Anzahl der Versuche, so gilt im Erwartungswert:

B () =5 (M) = LB =

D*(Hx(A)) = D? <hN]sA)) = %DQ (Xn) = %p(l —p)

Im Mittel tritt das Ereignis also mit relativer Anzahl p auf, die Varianz ist invers
proportional zu N.
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Die Binomialverteilung AT

er Institut or Technologi

u Beispiel:?® Anzahl der 6-en bei 10-maligem Wiirfeln.

- OEET B

0.30 Le o B theo
N sim.
202 B(X)
<020 — E(X) £ D(X)
)
i 0.15 J i
0 310 B
%0.10
A,
0.05
0.00 0 2 4 6 8 10
k
2patei: dice_numb_6.ipynb
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Die Binomialverteilung AT

m Beispiel: Bei der Ubertragung eines Datenpakets mit N = 100 Bits wird
jedes Bit unabhéngig von den anderen mit Wahrscheinlichkeit p = 10~3
verfalscht. Berechnen Sie

m die Wahrscheinlichkeit, dass das Paket korrekt Uibertragen wird.
a die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 4 Fehler auftreten.*

a Lésung: Man rechnet:

100
P(Xy =0)= ( 0 >p0(1 —p)N 70 =0.999'" ~ 0.9047

100
P(Xy>4)=) (120)19’“(1 —p)N*

k=5

4
100 _ _
1Z<k>pk(lp)N Fa7.1078

k=0

30Relevante Fragestellung, falls im Empfanger bis zu 4 Fehler korrigiert werden kénnen.
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Die Polynomialverteilung AT

a Modell:
® Durchfiihren von N unabhé&ngigen Versuchen mit je » + 1 méglichen
Ergebnissen A1, ..., Arp1 mit P(A;) =pj,j=1,...,7+1
m Wahrscheinlichkeitsraum:
QY =Qx---xQ
w = (al,...,aN),ai e

m X beschreibt die Anzahl der Versuche mit Ergebnis A; (,Treffer"):

N
X; = Ia;(a:) = |{i: Versuchiergibt A;}| € {0,1,...,N}
=1

a Bemerkung:
m Beschreibt eine Verallgemeinerung der Binomialverteilung
m Beachte, dass stets p1 + -+ +pr4+1 =1und X1 + --- + X,41 = N. Die
Angabe von p,.41 und X, 1 ist somit redundant.®’
m Jedes X ist binomialverteilt mit P(A;) = p; und P(A;) = Doz Pi=1—p;

31 [JW02] wird die ,umsténdliche” obere Grenze r + 1 gewahlt, um zu zeigen, dass nur r Werte der
Wahrscheinlichkeit wéhlbar sind.
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Die Polynomialverteilung

a Verteilung: Fir K} + --- + K,4; = N folgt:

P(X1 =K, Xo=Ks,...,Xr11 = K, 11)
N1 o

e . Kl. K2...
TK Kyl K PP e

w Ubung: Erkldren Sie die Verteilung.
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Die Poissonverteilung A\K"

a Modell:

m Ausgangspunkt ist eine Binomialverteilung
m Anzahl der Versuche (N) wird grof3
a Wahrscheinlichkeit skaliert mit p ~ 1/N

a Motivation:

m Approximation der Binomialverteilung fir viele Versuche
m Zahlen von Treffern bei einzeln recht unwahrscheinlichen Ereignissen
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Die Poissonverteilung AT

.........................

Besitzt Xy eine Binomialverteilung und gilt mit A > 0 der Zusammenhang

A
p=5 & A=pN,
so gilt:
A
lim P(Xy=K)=—e"
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Die Poissonverteilung A\K"

m Nachweis: Verwende den Ansatz

N! A" A\TE
o= () ()

)\K )\ N 1(1—
:K!<1_N> '

und beachte lim y_s . [ |
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Die Poissonverteilung ﬂ("

a lllustration: Binomial- und Poissonverteilung fir V = 5,20, 100 mit A = 2;
Simulation von 10 000 Werten

Nr5 0 N =20.0 N =100.0
0.30 Il Bin 0.30 I Bin 30 Il Bin
Bl Poi I Poi Hl Poi
=025 . s 025 I s 25 - i
o HEN o BB . 1
SN | | | [ | I
E:O.lO 0.10 10
0.05 0.05 05
0.00 0 5 00 0 5 .00 0 5
K K K
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Die Poissonverteilung ﬂ("

a lllustration: Binomial- und Poissonverteilung fir V = 5,20, 100 mit A = 4;
Simulation von 10 000 Werten

N =5.0 N =20.0 N =100.0
0.4 !-! 0.4 04 :
I Bin. I Bin. I Bin.
I Poi. I Poi. N Poi.
=03 Bl sim. (0.3 H sim. (0.3 B sim.
S
<02 oy 02 gl 0.2
Il
o
o1 0.1 0.1
0.0% TR TR 10
K K K
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Die Poissonverteilung AT

.........................

Bei der Poissonverteilung mit Parameter A\ nimmt die Zufallsvariable X die Werte
No = {0, 1,2, ...} mit Wahrscheinlichkeit

K

P(X =K) = %e_’\, K €N

an.
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Die Poissonverteilung

u KenngréBen der Verteilung:*2

P(X =K)= ﬁe*A
E(X)=\

D*(X) =\

p(s) =exp (A (e — 1))

32Ubung: Erklaren Sie die Ergebnisse anschaulich.
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Die Poissonverteilung A\‘("

a Bemerkungen:

m Die Interpretation der Poissonverteilung ergibt sich durch die
Grenzwertaussage der Binomialverteilung: Eine Poissonverteilung zahlt das
Auftreten von Ereignissen, die einzeln relativ unwahrscheinlich sind.

a Die Aussage E(X) = Xistin Verbindung mit A = pN anschaulich
nachvollziehbar.
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

a Modell:
® Urne mit N Kugeln, von denen M schwarz und N — M weif3 sind
m n Kugeln werden ohne Zurlicklegen und ohne Beachten der Reihenfolge

gezogen
m X beschreibt die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln

a Anwendung/Motivation:

m Anzahl der Richtigen beim Lotto
® Auswahl von ,guten” und ,schlechten” Entitdten aus einer Gesamtmenge
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

a Beobachtung/, Kuriositat«:33

a Betrachte das n-fache Ziehen ohne Zuriicklegen, wobei X; € {s, w} das
Ergebnis des i-ten Ziehens bezeichnet
m Es folgt:

P(XQZS): P<X2:S|X1:S) P(Xlzs)
+ P(Xg:b|X1:w) P(X1:W)

_ M-1 M M N-M
“N-1 NTN-1 TN
_ M?-M+ MN - M?

N(N -1)
M
N

33Nach [Kre91, S. 35]

Communications Engineering Lab /
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Die Hypergeometrische Verteilung

a Beobachtung/, Kuriositat«:3

m Fir das dritte Ziehen ergibt sich:
P(Xg = S) = P(X3 = S|X2 = S,Xl = S)P(XQ = S,X1 = S)
+P(X3 = S‘XQ = S,Xl :W)P(XQ = S,Xl :W)
+P(X3 = S‘Xz = W,X1 = S)P(XQ :W,X1 = S)
+P(X3 = S‘XQ = W,X1 :W)P(Xz = W,X1 = W)
M

N

m Es kann gezeigt werden (siehe [Kre91, S. 35]), dass dies auch flr weitere
Zeitpunkte gilt, da es sich bei der hypergeometrischen Verteilung um eine

austauschbare Verteilung handelt.

34Nach [Kre91, S. 35]
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

a KenngréBen:

P(X =k) = o
M

E(X)=n—

(X) = n

nM(N — M)(N —n)

D*(X) =

(X) N2(N —1)
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

u Nachweis®® der Eigenschaften:
m Die erste Aussage folgt aus der Kombinatorik und der Eigenschaft von

Laplace-Experimenten.

m Fir die zweite Aussage betrachte X; = I (a:) (.i-te Kugel ist schwarz).
Dann besitzt X; eine Zweipunktverteilung mit x2 = 0, 1 = 1 und
p=P(X; =1) = % und somit E(X;) = p. SchlieBlich ist
X = X1 +---+ X, und es folgt:

B(X) = B(Xi + -+ Xp) = B(X1) 4 -+ + B(Xa) =np=nt

m Die dritte Aussage bendtigt etwas mehr Arbeit. Bei Interesse siehe [Kre91].

35Der unter anderem deshalb instruktiv ist, weil er sich im zweiten Punkt eines hilfreichen Tricks aus [Kre91]

bedient.
Communications Engineering Lab /
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

a Beispiele:

m Lotto: Die Wahrscheinlichkeit fiir 4 Richtige beim ,6 aus 49“ (ohne
irgendwelche Zusatz-/Superzahlen) betragt:

(2) (%)
(5)

m Skat: Die Wahrscheinlichkeit beim Skat alle 4 Buben zu erhalten folgt zu:

~ 0.000968 ~ 9.7 - 10™*

4\ (28
@E) ~ 0.00584 ~ 5.8-10°

(v0)
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Die Hypergeometrische Verteilung

Besitzt X eine hypergeometrische Verteilung mit Parameter N, M, n, dann gilt mit

b= N
bei festem n:

Jim POE=K) = ()<= "

Flr groBe N, M entspricht die hypergeometrische Verteilung etwa einer Binomi-
alverteilung mit p = 4 und n-maligem Ziehen.3

36Beachte: Da p = M /N konstant ist, muss M mit N zunehmen.
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Die Hypergeometrische Verteilung AT
m Nachweis: Man rechnet:
P(X =k)
() ()
(%)
M- (M—k+1) (N—M)---(N—M—n+k+1)
k! (n—k)!

N---(N—n+1)
n!
(n> M- (M—k+1) - (N-M)---(N—M—n+k+1)
k

N---(N—-n+1)
Teile Zahler und Nenner durch N". = Erster Term in Zahler konvergiert
gegen p*, zweiter Term gegen (1 — p)”~*, Nenner gegen 1. [ |
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Die Hypergeometrische Verteilung &‘(lT

a Beispiel: Approximation der hypergeometrischen Verteilung durch eine
Binomialverteilung; zudem Simulation mit 1 000 Realisierungen

N =100, M =20 N = 10000, M = 2000
b 0.30
0.30 EEE Hyp. 'i EE Hyp.
I Bin. 0.95 k | I Bin.
=025 - = -
B H Sim. N Sim.
=
o ||
ﬁ 015 0.15 I |I I
T
0.05 0.05 |
0.00 0 5 10 0.00 0 5 10
K
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Die Hypergeometrische Verteilung AT

a Bemerkungen:

= Die Aussage ,folgt nicht einfach* aus P(X; = s) = 47, da die Einzelziehungen
nicht unabhangig sind.

m Anschauung: Wenn N sehr grof3 ist (und damit auch M = pN grof3), dann fallt
das Entnehmen der Kugel nicht sonderlich ins Gewicht; die Wahrscheinlichkeit
istimmer noch ~ 2.

a Ubung: Rechnen Sie nach, dass die Binomialapproximation fiir das ,Lotto 4
Richtige“-Beispiel keine gute Naherung liefert.
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Ubersicht

@ Diskrete Verteilungen

@ Lernziele
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Lernziele A\KIT

a Die folgende Aufstellung fasst die zentralen Punkte zusammen.

a Es wird aufgezeigt, welche Punkte nach Bearbeitung des Kapitels klar sein
sollten.
a Hinweise:
m Die Auflistung ist nicht vollstédndig, sondern fiihrt die wichtigsten Aussagen auf;
nicht erwahnte Inhalte sind dennoch bedeutsam.
m Oft enthalten die Nachweise wichtige Ideen; diese also nicht vernachlassigen.
m Stets versuchen, Gleichungen in Verbindung mit Interpretationen und
Anwendungen zu sehen
a Des weiteren sollten alle kleinen nltzlichen Ergédnzungen verstanden sein.
m Es istimmer eine gute Idee, etwas Gelerntes im Rechner umzusetzen. Dies
hilft beim Versténdnis und scharft das Bewusstsein fir mdgliche Probleme.
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Lernziele A\KIT

Nach diesem Kapitel sollten als zentrale Punkte klar sein:
m Zufallsvariablen zur ,Ubertragung“ von Wahrscheinlichkeit
a Motivation der Verwendung von Momenten
a Erwartungswert, Varianz und k-te Momente inkl. Rechenregeln
a Wichtige Verteilungen und ihre Eigenschaften
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Ubersicht

@ Diskrete Verteilungen

@ Literatur
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