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Aufgabe 1 (Rekurrenzen, 6 Punkte)

a) Gegeben sei folgende Rekurrenz:

T(n) 1 flir n < 3,
n g
9-T(3)+ 7T firn>3

Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass T'(n) < 47n? — 4n gilt, falls sich n als n = 3% oder
n =2-3F (mit k € Ny) schreiben lisst.

b) Gegeben sei folgende Rekurrenz:

) con falls n < 20,
n)=
T([%1]) +T( {%n + %b +cn falls n > 20.

Finden Sie eine Funktion f, so dass T'(n) € ©(f(n)) gilt und beweisen Sie Ihre Behauptung.

Aufgabe 2 (Master-Theorem, 4 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe der gerundeten Version des Master-Theorems scharfe asymptotische Schranken fiir
folgende Rekurrenzen:

a) A(1) = 1 und fiir n € N: A(n) = 54([n/5]) + 12n
b) B(1) =6 und fiir n € N: B(n) = 8B([n/2]) + 4n + 3\/n + 17
¢) C(1) = 12 und fir n € N: C(n) = C([n/7]) +n

d) D(1) = 5 und fiir n € N: D(n) = 7D([n/3]) + C(n) + Tn

Aufgabe 3  (O-Kalkil, 3 Punkte)

Sortieren Sie die folgenden Funktionen von der asymptotisch kleinsten zur asymptotisch gréfiten.
Schreiben Sie f(n) < g(n), falls f(n) € o(g(n)) und f(n) = g(n) falls f(n) € ©(g(n)). Es werden keine
Beweise benotigt.
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Aufgabe 4  (Schleifeninvarianten, 6 Punkte)

Fiir zwei gegebene ganze Zahlen a, b € Ny heifit eine Zahl m € Ny der grifite gemeinsame Teiler (greatest
common divisor, GCD) von a und b, wenn

(i) m gemeinsamer Teiler von a und b ist, in Zeichen m | @ und m | b, und
(ii) fiir jeden gemeinsamen Teiler m’ € Ny aus m’ | @ und m’ | b unmittelbar m’ | m folgt.

Der Fuklidische Algorithmus berechnet zu zwei gegebenen Zahlen a,b € Ny den gréfiten gemeinsamen
Teiler. Wir betrachten im Folgenden drei Varianten des Grundalgorithmus.

Zeigen Sie fiir jede der drei Varianten die Korrektheit, indem sie an den benotigten Stellen Assertions und
Invarianten einfiigen und diese beweisen. Falls notwendig, fiigen Sie Hilfsvariablen ein oder annotieren
Sie Variablen mit Indizes, um den entsprechenden Schleifendurchlauf zu bezeichnen.

a) Ubersetzt man die alten Schriften von Euklid in heutigen Pseudocode, dann sieht dieser Algorithmus
wie folgt aus:

Function euklid(a : Np; b: Ny ) : Ny
while a # b do
if a > b then swap(a, b)
b:=b—a

return a
b) Die wiederholten Subtraktionen kann man durch eine einzige Division mit Rest ersetzen:

Function euklidWithModulo(a : N; b : N) : N
if a < b then swap(a, b)
while b # 0 do
(a,b) := (b,a mod b)

return a

c) In der Kryptographie ist der sogenannte Erweiterte Euklidische Algorithmus von besonderer
Bedeutung. Er berechnet neben dem GCD noch zwei Zahlen s, u € Z, sodass sich m = ged(a, b)
schreiben lasst als

m=a-s+b-u.

Die Idee hinter der Erweiterung besteht darin bei der Division mit Rest, die ganzzahligen Vielfache,
a div b, nicht zu verwerfen, sondern in s und u zu sammeln. Die Zahlen s und « kann man nach
Ausfiihren von euklidWithModulo() durch Riickeinsetzen der Divisionen errechnen, oder, noch
geschickter, wdhrenddessen:

Function extendedEuklid(a : N; b : N) : (N, Z,Z)
(s,t) := (1,0)
(u,v) := (0,1)
while b > 0 do
q:=adivd
(a,b) :== (bya —qb)
(s,t) = (t,s — qt)
(u,v) := (v,u — qv)
return (a,s,u)

Hinweis: Es gilt ged(a,0) = ged(0,a) = a.



Aufgabe 5  (Graphen, 3 Punkte)

Der ebenso brilliante wie einflussreiche Wissenschaftler und Superbosewicht Doktor Meta hat sich ein
internationales Netzwerk von Helfern und hochrangigen Kontakten aufgebaut. In diesem Netzwerk ist
er nicht mit allen personlich bekannt, baut aber darauf, seinen Einfluss auch tiber Mittelspersonen
ausiiben zu kénnen. Da er von Grund auf héchst misstrauisch ist und mégliche Kollaborationen gegen
seine Person verhindern mochte, hat er peinlich genau darauf geachtet, dass es im Netzwerk keine drei
Personen gibt, die sich alle direkt kennen. Gleichzeitig ist er fiir ein stabiles Netzwerk an einer méglichst
hohe Dichte der Bekanntschaften interessiert.

Zeigen Sie, dass in diesem Szenario bei 2n Personen im Netzwerk (inklusive Doktor Meta) héchstens n?
Bekanntschaften moglich sind. Zeigen sie weiterhin, dass es fiir jedes n € N auch ein Netzwerk mit n?
Bekanntschaften gibt, das diese Bedingung erfiillt.
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