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Musterlosungen

Aufgabe 1  (Schlechter Zufall)

Gegeben sei ein randomisierter Algorithmus badBit, der keine Eingabe liest und als Ausgabe zufillig
mit Wahrscheinlichkeit p die Zahl 0 und mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p die Zahl 1 liefert. Es sei
0 < p < 1; der konkrete Wert von p sei aber unbekannt.

Entwerfen Sie einen randomisierten Algorithmus fairBit, der keine Eingabe liest und als Ausgabe immer
zufillig eine der Zahlen 0 und 1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2 liefert.

Was konnen Sie iiber die Laufzeit Thres Algorithmus sagen?

Musterlésung;:
Algorithmusidee:
1: function FAIRBIT
2: repeat
3: x < badBit()
4: y < badBit()
5 until z # y
6: return x
7: end function

Korrektheit:
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Laufzeit:
Im Folgenden benutzen wir folgende Uberlegung (fiir z € R mit 0 < |z| < 1):
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Nun ist im Algorithmus die Wahrscheinlichkeit fiir « = y gleich z = p? + ¢%, also 1 — z = 2pq. Wegen
0 <p<1list0<|z| <1. Daher ergibt sich fiir den Erwartungswert der Laufzeit:
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Aufgabe 2 (Zufillige Primzahlen)

Gegeben sei ein deterministischer Algorithmus isPrime, der eine natiirliche Zahl n als Eingabe, iiberpriift
ob sie eine Primzahl ist oder nicht.

Finden Sie einen randomisierten Algorithmus, der zu einer natiirlichen Zahl m > 2 als Eingabe als
Ausgabe zufillig gleichverteilt jede Primzahl p mit 2 < p < m aus Ausgabe produziert.

Was konnen Sie iiber die Laufzeit Thres Algorithmus sagen?

Musterlosung:
Algorithmusidee:
1: function RANDPRIME(m)
2: repeat
3: k < randInteger(2..m)
4: until isPrime(k)
5: return k

6: end function

Im Bereich 2..m gibt es ndherungsweise m(m) = m/Inm viele Primzahlen. Also Erwartungswert fiir
die Anzahl Aufrufe von randPrime:
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Aufgabe 3  (Cover Time)

Fiir einen Knoten v € V eines ungerichteten zusammenhingen Graphen G = (V, E) ist die Uberdeckungszeit
C, der Erwartungswert fiir die Anzahl Schritte, die ein Random Walk, der in v startet, benotigt, bis
zum ersten Mal jeder Knoten mindestens einmal besucht worden ist.

Zeigen Sie, dass fiir den vollstindigen Graphen K,, mit n Knoten die Uberdeckungszeit C(n) € O(nlogn)
ist. (Hier ist der Anfangsknoten offensichtlich irrelevant.) Bearbeiten Sie dazu die folgenden Punkte:

e Angenommen, zu einem Zeitpunkt sind bereits ¢ Knoten besucht worden. Wie grof} ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dass im néchsten Schritt ein ,,neuer” Knoten besucht wird?

e Es sei X; die Zufallsvariable, die angibt, wieviele Schritte der Random Walk braucht von dem
Zeitpunkt, zu dem zum ersten Mal ¢ verschiedene Knoten besucht sind, bis zu dem Zeitpunkt,
zu dem zum ersten Mal i 4 1 verschiedene Knoten besucht sind. Berechnen Sie E[X;].

e Wie kann man mit Hilfe der X; die gesuchte Groie C' ausdriicken?

Musterlésung:
Es sei n = |V].

e Da jeder der n — 1 Knoten mit gleicher Wahrscheinlichkeit als néchster zu besuchender gew&hlt
wird, und von diesen i — 1 schon mal besucht wurden (ein besuchter ist der aktuelle), ist die

gesuchte Wahrscheinlichkeit
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Abbildung 1: Kontraktion von Kanten bis ein Schnitt der Gréfle 2 gefunden wurde mit S = {5}

Aufgabe 4  (Kugeln ziehen)

Gegeben sei folgendes Spiel: In einer Urne befinden sich eine weifle und eine schwarze Kugel. In jeder
Runde ziehen Sie zufillig gleichverteilt eine Kugel aus der Urne, legen sie zuriick und legen eine weitere
Kugel der gleichen Farbe hinzu.

Zeigen Sie, dass nach n Runden, die Wahrscheinlichkeiten 1..7n—1 weile Kugeln in der Urne zu haben,
gleich sind.

Musterlosung:
Beweis per Induktion:

e Induktionsanfang: In der ersten Runde ist die Wahrscheinlichkeit eine weifle Kugel zu ziehen
0.5. Nach der ersten Runde befinden sich also mit Wahrscheinlichkeiten jeweils 0.5 eine oder
zwei weile Kugeln in der Urne.

e Induktionsvoraussetzung: Nach n Runden betrégt die Wahrscheinlichkeit ¢ weifle Kugeln in
der Urne zu haben L fiir alle i € {1..n — 1},

e Induktionsschritt: n - n+1

Sei X,, die Anzahl der weiflen Kugeln in der Urne nach n Runden.
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Aufgabe 5  (Min Cut)

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), finden Sie S (S A0 AS #V), so dass |C| mit
C={{u,v} e E:ue SAveV — S} minimal wird. Gesucht wird also eine Aufteilung des Graphen
in zwei nichtleere Mengen, so dass die Anzahl der Kanten, die zwischen beiden Mengen verlaufen,
minimiert wird. Diese Menge C' nennt man einen minimalen Schnitt.

Wir verwenden folgenden randomisierten Algorithmus zur Losung dieses Problems: In jedem Schritt
wiahlen wir zufillig gleichverteilt eine Kante e = {u, v} und kontrahieren die beiden inzidenten Knoten
zu einem neuen Knoten w, indem wir u, v und e aus dem Graphen entfernen und in allen verbleibenden
Kanten, die u oder v als Endpunkt haben, w einsetzen. Dabei konnen parallele Kanten entstehen,
die wir im Graphen belassen! Der Algorithmus endet, wenn nur noch zwei Knoten verbleiben. Die
Knoten, aus denen die verbleibenden Knoten entstanden sind, bilden die beiden gesuchten Mengen.
Abbildung?? soll den Algorithmus veranschaulichen.

2 einen minimalen
n(n—1)

e Zeigen Sie, dass dieser Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit >
Schnitt findet.
Zur Hilfe konnen Sie sich an folgendem Schema orientieren, in dem Sie einen minimalen Schnitt
C mit |C| = k betrachten und die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass keine der Kanten in C

kontrahiert werden.




— Betrachten Sie ein Ereignis Ej;, dass angibt, dass die Kante, die in Iteration ¢ kontrahiert
wird, nicht in C enthalten ist. Konstruieren sie daraus das Ereignis F;, das angibt, dass
keine der Kanten aus C' in den ersten i Iterationen kontrahiert wurde.

Als ersten Schritt berechnen Sie P(E;) und P(F}) (iiberlegen Sie sich, was der minimale
Knotengrad in G ist).

Berechnen Sie dann P(E;|F;_1).

— Berechnen Sie P(F;) fiir ein geeignetes ¢ (Hinweis: Schreiben Sie sich einzelne Produktglieder
auf und kiirzen Sie).

e Der Algorithmus wird nun n(n — 1)lnn mal ausgefithrt und am Ende der kleinste gefundene
Schnitt zuriickgegeben. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Ausgabe kein minimaler
Schnitt ist, kleiner als % ist. (Hinweis: 1 —z <e™%)

Musterlosung:

Es gilt F; =(\,_ E

Der minimale Knotengrad in G ist mindestens k. Andernfalls wire mit S = {v} fiir einen Knoten
mit Grad(v) < k ein Schnitt der Grofle Grad(v) < k gefunden. Es gibt also mindestens nk/2 Kanten.
Dabher,

2k 2
P(E,) = P(F; 1—-—=1--
(B1) =P(F1) 21— — -
Nach einer Iteration gilt dann
k 2
PEyF)>1— e =1—
( 2‘ 1)— k(n—l)/? n—l’
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Nach n — 2 Iterationen sind nur noch 2 Knoten iibrig. Dann gilt
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Nach n(n — 1) Inn Iterationen erhalten wir
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