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2. Ubung

* Organisation
* Boolesche Algebra

* Boolesche Funktionen

— Darstellungsformen

* Bestimmung der Normalformen
— Algebraisch
— Aus Funktionstabelle

— Mit Shannonschen Entwicklungssatz

* Aufgaben
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Fahrplan der nachsten Wochen

* 16.05.2024 — Vorlesung

e 21.05.2024 — vorlesungsfrei wegen Pfingstwoche

— keine Tutorien

* 23.05.2024 — vorlesungsfrei wegen Pfingstwoche |
* 27.05.2024 — Abgabe 3. Ubungsblatt
e 28.05.2024 — Vorlesung

* 30.05.2024 — vorlesungsfrei, keine Tutorien wegen Fronleichnam

e Alles im llias vermerkt
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Sonderblatt Gleitkomma zum Selbststudium

e Sonderblatt + Losung im llias zum Thema Gleitkommmazahlen
— Thematik Gleitkommazahlen
— Unterschied zwischen allgemeiner Definition und IEEE

— Wird nicht weiter besprochen
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Zusammenfassung: Boolesche Algebra

Boolesche Algebra

BA=[V, &, ®]
Mengenalgebra Binar Boolesche Algebra
MA = [P(M), n, U] BA2 = [{n,e}, &, Q]

Schaltalgebra
SA=[{0,1}, A\ ,V]

Bindre Mengenalgebra
MA2 = [{J,M}, N, U]

Aussagenlogik
AL = [{falsch, wahr}, UND, ODER]
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Huntingtonsche Axiome in der Schaltalgebra

HO:

H1:

H2:

H3:

HA4:

aVbe {Oa 1} Abgeschlossenheit
aNbe{0,1}

aVb=bVa Kommutativgesetz
aNb=bANa

a /N (b \% C) — (CL A b) \% (CL A\ C) Distributivgesetz
aV(bANc)=(aVDb)A(aVc)

aNl=a Existenz neutraler Elemente
aV(0)=a

a/Na=70 Existenz komplementarer Elemente
aVa=1
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Abgeleitete Gesetze der Schaltalgebra

Aus den vier Huntingtonschen Axiomen lassen sich weitere Satze ableiten:

Assoziativgesetze: (a A b) Ac=al (b A c)
(aVb)Ve=aV (bVc)
Idempotenzgesetze: ala=a
aVa=a
Absorptionsgesetze: a A ( a 'V b) —a
aV(aNb)=a
DeMorgan-Gesetze: _
aNb=aVb
aVb=aANb
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Dualitatsprinzip

Dualitatsprinzip:
Man ersetze: Vv é& A 061
Man belasse: a €> a aéa

H1: aVb=0Va
aNb=0ANa

H2: aN(bVcec)=(aAb)V (aAc)
aV (bANc)=(aVb)A(aVc)

H3: aV0=a
aNl=a
Ha- aNa=70
aVa=1
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Aufgabe 1

. . . . o —
Beweisen Sie die beiden I[dempotenzgesetze: aha=a

e aVa=a
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Aufgabe 1

Dualitatsprinzip:

a/\a

Man ersetze N\ «— V 0—1

Man belasse a <— a a<—a

£ (aNa)VO0 ava = (aVa)Al

= (ana V (a A a) 2 ava A (aVa)
£ al(aVa) g aV (aNa)

E | 2oavo

L g q.e.d. Loy q.e.d
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Aufgabe 2

Beweisen Sie die beiden Absorptionsgesetze:

S
>
—~
S
<
oy
~— —
1.
SIS
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Aufgabe 3

Beweisen Sie die die folgende Behauptung: aVb=aVc
aNb=alc
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Boolesche Funktionen

Bindre Funktionen binarer Variablen

Xo
f:{0,1}" - {0,1} " |f =1
. Xy ]
n unabhangige Eingangsvariablen: x; € {0,1} t=0,...,n—1
2™ spezielle Eingangsbelegungen: B; € {0,1}" t=0,...,2" —1
1 abhangige Ausgangsvariable: y € {0,1}
n Eingangsvariablen: = 22" Funktionen
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/weistellige Boolesche Funktionen

f:{0,1} x {0,1} — {0,1}

Darstellung Boolescher Funktionen

» durch eine Funktionstabelle
» durch einen algebraischen Ausdruck (symbolische Form)

Beispiel: Funktionstabelle symbolische Form
a b | f
0 00 f=anb
0O 110
1 010
1 1|1
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Darstellung als Abbildung

ﬂ(l I Fakultat fir Informatik, Roman Lehmann, M. Sc., SS 2024 Ubung 2, Folie 16

Karlsruher Institut fiir Technologie



16 mogliche zweistellige boolesche Funktionen

x1 | 0011 | verbale Form symbolische | Bezeichnung

xo | 0101 Darstellung

fo 1 0000 | konstant 0 0 Nullfunktion/Kontradiktion
f1 0001 | 1 und zo 1 N\ Zo Konjunktion

fo 0010 | nicht zo, aber x; xr1 N To Inhibition

f3 0011 | identisch x; r1 Identitat

fa 0100 | nicht z;, aber xg 1 N\ To Inhibition

fs 0101 | identisch zg o Identitat

fe 0110 | a1 ungleich xg x1 ¥ X0 Antivalenz

fr | 0111 | z1 oder xg x1 V o Disjunktion

fs 1000 | nicht (x1 oder xo) | 1V xo NOR-Funktion
fo 1001 | z1 gleich xg T1 < Xo Aquivalenz

fio | 1010 | nicht zg To Negation

fi1 | 1011 | wenn zo, dann 1 | xog — 21 Implikation

fiz | 1100 | nicht z; T Negation

fis | 1101 | wenn z1, dann xg Tr1 — o Implikation

fia | 1110 | nicht (x1 und zo) | 1 Axo NAND-Funktion
fis | 1111 | konstant 1 1 Tautologie
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,Negation vor Konjunktion, Konjunktion vor Disjunktion®
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Dreistellige Funktionen
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Normalformen

e Eine Boolesche Funktion kann durch verschiedene boolesche Ausdriicke
beschrieben werden.

* Eine Standarddarstellung Boolescher Funktionen im vollstandigen

Operatorensystem (/\,V, _) ist die konjunktive Normalform (KNF) und die
disjunktive Normalform (DNF)

* DNF: Disjunktion aller Minterme
Yy = KOVK1V”’ VKk_1
* KNF: Konjunktion aller Maxterme

y=D0 /\Dl/\ /\Dk—l
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DNF und KNF (1)

Disjunktive und konjunktive Normalformen sind eindeutige Darstellungen!

Beispiel: Yy = abV e
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DNF und KNF (2)

DNF: y = cbaV cbaV cbaV chaV cha
KNF:  y=(cvbva)A(cvbva)A(cVvbVa)
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Normalformen

* Normalformen ermoglichen eine Realisierung Boolescher Funktionen als zweistufige
Schaltungen
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/Zweistufige Disjunktive Schaltungen

Ausgangspunkt: DNF y — KO \/ Kl \/ ¢ o \/ Kk-]_
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/weistufige Konjunktive Schaltungen

Ausgangspunkt: KNF y — DO /\ Dl /\ . oo /\ Dk-]_
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DNF oder KNF aus beliebiger Form

* Um Funktionen aus der DF bzw. KF in die DNF bzw. KNF zu Uberfihren, ist der Shannonsche
Entwicklungssatz behilflich.

* Entwicklung nach der Variablen x;:
—die Variable wird in der Funktion auf den Wert 1 gesetzt,
— der entstehende Term konjunktiv mit x; verknupft,
e V -verknipft mit:
—die Variable wird in der Funktion auf den Wert 0 gesetzt und

— der entstehende Term konjunktiv mit X; verknupft

Yy = f(mla'“afnn)

= [wi/\f(wla'”awi—lalami-l—la”'awn)]V[w_i/\f(wla"'ami—laoawi-l—la'“awn)]
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Aufgabe 4

Die folgende boolesche Funktion soll in eine disjunktive Form nach den Variablen a, b, ¢ und d in
dieser Reihenfolge entwickelt werden, jedoch hdochstens solange, bis die Restfunktionen nur noch aus
einer Variablen bestehen.

f(d,c,b,a) = (aVb)A(cVd)V (cdVab)A(cVd)

Entwickeln Sie f(d,c,b,a) schrittweise. Vereinfachen Sie die jeweils gefundenen Restfunktionen nur
mit folgenden Regeln:
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Aufgabe 4

* |dempotenzgesetz: aVvVa=a aNa=a

e Rechenregeln fur logische Ausdriicke mit Konstanten:
l1va=1 OVva=a
OAa=0 1Na=a

Q Q
> <
QK
Il
o

f(d,c,b,a) = (aVb)A(cVd)V (edVab)A(cVd)

Shannonscher Entwicklungssatz:
f(wla"'awn) — [mz A f(mlaﬂ'ami—la]-ami—l—la"'9mn)]v

— [a'j_,i/\f(m]_,.-o,wi_:[,o,mi—Fl?"'7mn)]
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Aufgabe 4

f(d,c,b,a) = (aVb)A(cVvd)V(edVab)A(cVd)

Entwicklung nach a:

f(d,c,b,a) = (avb)A(cvd)V(cdvab)A(cvd)

al(lvb)a(cvd)Vv(cdvib)A(cvd)| v
al(ovb)a(cvd)v(cdvob)A(cvd)]

= al(cvd)v(cdvb)a(cvd)] va[(b)a(cvd)V(cd)A(cvd)]

N— 7
—~

Restfunktionen nach b entwickeln
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Aufgabe 4

a
a

ab

S
S O

STIES]
S

S 8
S o

[((cvd)V (edVvb)A(evd)] V
() A(cVvd)V (ed) A (cV d)]

(cvVd)V(edV1)A(eVvd)] V
(cVvd)V (edVO)A(evd)] V
(1)A(cVvd)V(ed)A(evd)] V
(0) A(eVd)V (ed) A(eVd)]

(cvd)V (evd)] V
(cvd)V (ed)A(eVvd)] V
(cvd)V (ed)A(evd)] V
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Aufgabe 4

Restfunktionen nach c entwickeln:
= ab [(cvd)V(ecvd)] V
ab [(ecvd)V (ed)A(ecVvd)] V
ab [(cvd)Vv (ed)A(evd)] v ab [(¢d)n(cvd)]

(1vd)Vv(1vd)] Vabe [(0vd)Vv (0Vvd)] V

= abc
abc [(1Vvd)Vv(A1d A(@dvd)] V
abc [(0vd)V (0d)A((0Vd)] V
abc [(1vd)v(Ad A(lvVvd)] V
abec [(0vd)Vv (0d)A(OVd)] V
abc [(1d)Aa(1vd)| v abec[(0d)A(0Vd)]
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Aufgabe 4

f(d,c,b,a) = abedV abel V abcl V abed V
abc0 Vv abed Vv abe0 V abéed

f(d,c,b,a) = abedV abe(dV d)V abed V
abed V abed
Disjunktive Normalform:

f(d,c,b,a) = abedV abed V abéed V abed V
abed V abed
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Dualitatsprinzip

Dualitatsprinzip:

Man ersetze V — A 0—1
Man belasse a — a a<—a

Shannonscher Entwicklungssatz:

Disjunktive Form:

f(x1yeoosxn) = [T A f(@1yee oy @ity Ly Tiq1, - -

[z A f(®1se- o5 Tim1,0, Tiq, - -

Konjunktive Form:

f(@1yeoos®n) =[xV f(T1y 005 2im1,0, Tiga, -

[CB_iV f(mla cees®i—1y Ly ®iq1, .

cy Tp) |V

s Tp) |

s X)) | A

«s Zn) |
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Aufgabe 5

Die folgende boolesche Funktion soll in eine konjunktive Normalform mit Hilfe des
Entwicklungssatzes uberfuhrt werden:

f(e,b,a) = (aVb) < (cV (a <+ c))
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Aufgabe 6: "Farmers Dilemma”

Farmer, Wolf, Ziege und ein Kohlkopf befinden sich auf einer Flussseite. Der Farmer besitzt ein Boot,
welches ihn selbst sowie einen weiteren Gegenstand tragt. Er mochte nun mit allen Guitern auf die
andere Seite des Flusses gelangen. Ungllicklicherweise frisst der Wolf die Ziege bzw. die Ziege den
Kohlkopf, wenn er diese unbeaufsichtigt lasst. Zur Vereinfachung sei angenommen, dass die
Uberfahrt keine Zeit benétigt, der Bauer also entweder am linken oder am rechten Ufer ist.

Damit nun der Bauer nicht versehentlich Wolf und Ziege bzw. Ziege und Kohl allein Iasst, soll ein
Warnsystem aufgebaut werden, welches in diesen Fallen Alarm auslost.

Die Buchstaben T, W, Z, und K bezeichnen Farmer, Wolf, Ziege und den Kohlkopf. Ist der Wert einer

solchen Variablen O (1), dann befindet sich der entsprechende Gegenstand auf der linken
(rechten) Flussseite.

e Geben Sie die Funktionstabelle der Alarmfunktion a(f,w,z,k) an
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Losung

Funktionstabelle:

e DNF?

o KNF?

e Dilemma-Losung ?

Pl |RP|IFRP|IFRP|IFP|IFRP|IPFP|[O|IOCO|OCO|OCO|OCO|OC|O| O | =~
mr|lkr|r|r|o|lo|lo|o|r|rRr|r|r|o|lo|lo|o]|E
PR |lRLr|O|lO|lFR|FRP|O|IO|IFRPR|IFRLR|OCO|IOC|FRP|IFPL|O|IO|N
r|lO|l+_RP|IO|lFRP|IO|FRP|O|FRP|IO|FRP|O|PFRLP|O|PFRL|O| A
o|lo|lo|lr|lO|lO|FR|FR|FrR|R|O|J]OCO|Rr|O|lO|O| QD
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DNF: Farmers Dilemma

RlRr|lRr|lRrR|[Rr|Pr|Rr|Rr|lo|lOo|lo|Oo|o|lo|o|oO | =n
r|lkr|Rkr|[r|o|lo|lo|lo|r|rRr|[r|[r|o|o|lo|o| S

Rr|lRr|lO|lO|FR|FRPR|O|IOC|FRPR|IFRPR|O|IO|FR|FRL|O|O|N
—r|lOo|+—_r|lO|R_RP|O|F_|lO|FrRP|IO|FrRP|O|R,|O|F—L,]|]O]| A&
o|lo|lo|lr|lO|lO|FR|FR|FR|R|O|J]O|Rr|O|OC|OC| QD
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KNF: Farmers Dilemma

Rrlr|lr|[r|r|r|r|r|lo|lo|lo|lo|o|lo|lo|o| =
mr|lkr|[r|r|o|lo|lo|o|r|rRr|[r|[r|o|o|o|o| S

Rr|lr|lo|lo|lr|r|lo|lo|r|r|lo|lo|lr|r|lo|lo]|N
rlo|lr|lo|lr|lo|lr|lo|lr|lo|r|lolr|lo|lr|lo]|=x
o|lo|o|lr|lo|lo|r|r|r|r|o|lo|r|o|lo|o|®
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Losung Farmers Dilemma

OO0 | OO0 | 0|0 | O |O | =
R |RLr|lr|r|lO|lO|lOo|O|S
Rk |lo|lo|lr|,r|lo|lo|nN
~rlo|lr|lo|lr|Oo|lr|o|l=x
R |IP[O|lO|RLR|O|OC|OC |
N N T T I T [ N
R |k, |,r|lOoO|lO|lOo|lO|E
mr |k |lo|lo|lr|r|lo|lolnN
~rlo|lr|lo|lr|lo|r|o|=
O|l0O|(|O|rRrP|O|OC|FR|(FRL|D
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Aufgabe 7

Bestimmen Sie die beiden Normalformen der Schaltfunktion

f(c,b,a) =<cV ba

c b a f
0O 0 O
0O 0 1
0O 1 O
O 1 1
1 0 O
1 0 1
1 1 O
1 1 1
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Aufgabe 8

Es soll eine Notstop-Schaltung fur einen mobilen Roboter realisiert werden. Der
Roboter hat drei Sensoren, die drohende Kollisionen mit Hindernissen erkennen. Der
Roboter darf weiterfahren, wenn zwei Sensoren keine Kollisionsgefahr melden.

— Geben Sie die Schaltfunktion der Schaltung in disjunktiver Normalform an

— Vereinfachen Sie die DNF soweit wie moglich
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Aufgabe 8

S, S; Sg f
0O 0 O
0O 0 1
0O 1 O
O 1 1
1 0 O
1 0 1
1 1 O
1 1 1
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Aufgabe 9

Es soll eine Schaltnetz entworfen werden, das die Summe von zwei Dualziffern a;
und b; addiert und dabei den Ubertrag ¢, aus der vorhergehenden Stelle
bertcksichtigt. Ausgabevariablen sind die Summe s; und der bei der Addition evtl.
entstehende Ubertrag ¢, .

e Geben Sie die Funktionstabelle an
* Geben Sie die DNF von s; an

e Geben Sie die KNF von C,,; an
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Aufgabe 9

Funktionstabelle

o
%
3

Si Cout

Wl e W | I
O - OO

—_— O O = O = = O
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Aufgabe 9

DNF von's,

S
N@‘
A
P
®
)
g
o~

—_ O = O = O = Ol

—_ = — O OO O

—_ O O = O = = O|Y
—_ == O = O O O
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Aufgabe 9

KNF von C

out

S
N@‘
A
P
®
)
g
o~

—_ O = O = O = Ol

—_ = — O OO O

—_ O O = O = = O|Y
—_ == O = O O O
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