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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Mengen
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Was ist denn eine Menge? &‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Menge

Unter einer ,Menge" verstehen wir jede Zusammenfassung M
von bestimmten wohlunterscheidbaren Objecten m unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente von
M genannt werden) zu einem Ganzen.

Georg Cantor: Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre;
in: Mathematische Annalen (1895)
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Menge — eine ,Zusammenfassung” von ,Objekten® A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel: die Menge, die
a die Zahlen 1, 2 und 3 enthalt
a und nichts sonst

w Eine bestimmte Menge kann ein bestimmtes Objekt enthalten oder nicht.
u hier wird nicht weiter hinterfragt oder erklart

u Die Menge, die genau die Zahlen 1 und 2/2 enthilt,

u enthélt genau 1 Element
a da 1 und 2/2 nicht unterscheidbar sind.
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Namen — als Abkiirzungen und Variablen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Abkiirzung

w ,Es bezeichne A die Menge, die
a die Zahlen 1, 2 und 3 enthdlt
® und nichts sonst.”

® A nun eine ganz bestimmte Menge
w A={123}

u erlaubt Formulierungen wie
m ,ln A ist die 42 nicht enthalten’
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Namen — als Abkiirzungen und Variablen Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Abkiirzung Variable

w ,Es bezeichne A die Menge, die w ,Essei x ein Objekt, das in A enthalten ist.”
a die Zahlen 1, 2 und 3 enthdlt
® und nichts sonst.”

® A nun eine ganz bestimmte Menge a x kein bestimmtes Objekt
s A={1,23} u Bedeutung etwa
,Wir nehmen jetzt ein beliebiges Objekt her,
das in A enthalten ist.
Es ist gleichgiiltig, welches es ist.
Wir nennen es x.”

u erlaubt Formulierungen wie = , x“ Platzhalter, durch jedes konkrete Objekt
u ,In A ist die 42 nicht enthalten’ ersetzbar, das in A ist.
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Eine Menge ist durch ihre Elemente festgelegt. ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Essei A eine Menge und x ein Objekt.

a x ist Element von A, wenn es in A enthalten ist.

A u geschrieben x € A
2 .3 a Gegenteil x ¢ A
0- ! w ,Es sei x ein Element der Menge A*

m kurz: ,Esseix € A"

® Menge eindeutig bestimmt durch die enthaltenen Elemente:

m es seien A und B zwei Mengen
m A = B, wenn fiir jedes Objekt x gilt:

wennx € A,dannx € B und wennx € B,dannx € A .
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Eine Menge ist durch ihre Elemente festgelegt. ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Essei A eine Menge und x ein Objekt.

a x ist Element von A, wenn es in A enthalten ist.

A 4 u geschrieben x € A
.3 a Gegenteil x ¢ A
0- ! w ,Es sei x ein Element der Menge A*
> m kurz: ,Esseix € A"
B e ® Menge eindeutig bestimmt durch die enthaltenen Elemente:
*3 m es seien A und B zwei Mengen
O o1 a A = B, wenn fiir jedes Objekt x gilt:
5

wennx € A,dannx € B und wennx € B,dannx € A .
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Teilmengen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m es seien A und B zwei Mengen
B A = ATeilmenge von B und B Obermenge von A
w geschrieben AC BoderB2 A
= wenn jedes Element von A auch Element von B
u folglich:
A = Bgenau dann,wenn AC Bund BC A

u A echte Teilmenge von B, wenn A C B, aber A # B
w Schreibweisen: A & B, A C B (oder gar A C B)
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Notation ,kleiner” endlicher Mengen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u kleine Mengen:
Aufzihlung aller Elemente in geschweiften Klammern

w {1,2,3,4,5,42 A B}
u leere Menge: gar keine Elemente

m{} oder 0 oder @

m Achtung
w {1,2,3} ={3,2,1} ={1,1,2,3,3,2,1,3,3,3}
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Notation ,grof3er” Mengen A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

u ohne explizite Definition
® N, ={1234,...} undNy={0,1,2,3,4,...}
® Piinktchen?

u set comprehension, (einschridnkende) Klassenterme

es sei P(x) eine Aussage

fur jedes Objekt x wahr oder falsch

{x € M | P(x)} enthalt genau die y € M, fur die P(y) wahr ist
{x | P(x)} falls das auch noch verstandlich

Beispiel: {x € N, | x ist ohne Rest durch 2 teilbar}
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Notation ,grof3er” Mengen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

u ohne explizite Definition
Ny ={1,234,...} undNy={0,1,2,3,4,...}
a Pinktchen?

u set comprehension, (einschridnkende) Klassenterme

Vorsicht!
Russells Paradoxon

es sei P(x) eine Aussage

fur jedes Objekt x wahr oder falsch

{x € M | P(x)} enthalt genau die y € M, fur die P(y) wahr ist
{x | P(x)} falls das auch noch verstandlich

Beispiel: {x € N, | x ist ohne Rest durch 2 teilbar}

Vorsicht: nur «harmlose» Aussagen P nutzen ...

CCo
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Karlsruher Institut fur Technologie

Vereinigung und Durchschnitt zweier Mengen ﬂ(IT

w Es seien A und B zwei Mengen.

m Vereinigung AU B

w Fir jedes Objekt x gilt
x € AU B genau dann, wenn x € A oder x € B.

m Beispiel {1,2,3} U {3,4,5} = {1,2,3,4,5}

= Was ist, wenn eine der Mengen leer ist?
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Karlsruher Institut fur Technologie

Vereinigung und Durchschnitt zweier Mengen A“(IT

w Es seien A und B zwei Mengen.

m Vereinigung AU B

w Fir jedes Objekt x gilt
x € AU B genau dann, wenn x € A oder x € B.

a das ,oder” ist ein ,einschlielendes oder”

m Beispiel {1,2,3} U {3,4,5} = {1,2,3,4,5}

= Was ist, wenn eine der Mengen leer ist?
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Vereinigung und Durchschnitt zweier Mengen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Es seien A und B zwei Mengen.

m Vereinigung AU B

w Fir jedes Objekt x gilt
x € AU B genau dann, wenn x € A oder x € B.

a das ,oder” ist ein ,einschlielendes oder”
m Beispiel {1,2,3} U {3,4,5} = {1,2,3,4,5}

a Durchschnitt AN B
u Fir jedes Objekt x gilt
x € AN Bgenau dann,wennx € Aund x € B.
w Beispiel {1,2,3} N {3,4,5} = {3}
w disjunkte Mengen: AN B = {}

= Was ist, wenn eine der Mengen leer ist?
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Eigenschaften von Vereinigung und Durchschnitt ﬂ(IT
w Fiir alle Mengen A, B und C gilt:
@ AUA=AundANA=A
Idempotenz von U und N

"« AUB=BUAundANB=BNA
Kommutativgesetze fur U und N

@« (AUB)UC=AU(BUC)und (ANB)NC=AN(BNC)
Assoziativgesetze fiir U und N

m (AUB)NC=(ANC)U(BNC)und (ANB)UC=(AUC)N(BUC)
Distributivgesetze fiir U und N

ma ACAUBundANBCA

a Das kann man alles beweisen.

a tun wir es in einem Fall ...
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Beweis der Idempotenz von U ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.
2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.
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Beweis der Idempotenz von U ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA
® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

a Beweis von 1.
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.
2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

a Beweis von 1.

a Esseix € A. beginne mit Voraussetzung
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA
® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

a Beweis von 1.

a Esseix € A. beginne mit Voraussetzung

a Alsoistx € AUA.
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

a Beweis von 1.

a Esseix € A. beginne mit Voraussetzung
w Dann ist x € A oder x € A. einfache logische Schlussfolgerung
w Alsoistx € AUA. nach Definition von U
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Beweis der Idempotenz von U ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA
® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

m Beweis von 2.
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.
2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

m Beweis von 2.

m Esseix € AUA. beginne mit Voraussetzung
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA
® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

m Beweis von 2.

m Esseix € AUA. beginne mit Voraussetzung

a Alsoistx € A.
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.
2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

a Beweis von 2.
m Esseix € AUA. beginne mit Voraussetzung
w Dann ist x € A oder x € A. nach Definition von U
a Also istx € A.
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Beweis der Idempotenz von U A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Essei A eine Menge.
m Zeige:A=AUA

® Wann sind diese beiden Mengen gleich? Wenn
1.ACAUA
m Jedes Element x € A ist auch Element von A U A.

2. AUACA
m Jedes Element x € AU A ist auch Element von A.

m Beweis von 2.

m Esseix € AUA. beginne mit Voraussetzung
® Dann ist x € A oder x € A. nach Definition von U
a Alsoistx € A. einfache logische Schlussfolgerung
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Mengendifferenz ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Esseien A und B zwei Mengen.

® Mengendifferenz A\ B gelesen «A ohne B»

wm ANB={x€A|x¢B}
w Beispiel {1,2,3} \ {3,4,5} = {1,2}
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Mengendifferenz IT

u Esseien A und B zwei Mengen.

A ® Mengendifferenz A\ B gelesen «A ohne B»
ANB w ANB={x€A|x¢B}
w Beispiel {1,2,3} \ {3,4,5} = {1,2}
ANB
BNA
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Kardinalitat einer Menge — ihre ,Grofie” A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Kardinalitat einer Menge A

a die Anzahl ihrer Elemente
w hier nur fiir endliche Mengen definiert
m notiert als |A| (evtl. card A oder #A)

u Beachte, dass zum Beispiel
o {12} + {23} =2+2=4%3=[{123} =[{12} U {23}

m Fir endliche Menge A ist |A| eine nichtnegative ganze Zahl.

m Bei unendlichen Mengen reden wir hier nicht tiber ihre Kardinalitat.
a (Man kann das aber ordentlich definieren!)

w Alternativer Name: Mdchtigkeit
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Alphabete
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Entschlisselung der Hieroglyphen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Entschlisselung der Hieroglyphen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Rosetta-Stein

196 v. Chr.

in drei Schriften

a Hieroglyphen

a Demotisch

a  Griechisch

die gleiche Information

commons .wikimedia.org/wiki/File:Rosetta_Stone_BW. jpeg

Jean-Francois Champollion

1790 - 1832

wesentliche Beitrage zur Entzifferung
der agyptischen Hieroglyphen

en.wikipedia.org/wiki/Image: Jean-Francois_Champollion_2.jpg
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Alphabet — eine endliche nichtleere Menge ﬂ(IT
von Zeichen oder Symbolen

m Was ist ein ,,Zeichen?

u das hinterfragen wir nicht weiter ...
a elementare Bausteine fiir Inschriften

u Beispiele:
w das deutsche Alphabet (lateinische Buchstaben)
w A={l}, A={01},
a A={0,1,23,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E F}
m etwas kreativer: A = {1,0,T}
u gelegentlich etwas abstrakter

m jeder ,Kasten® ein Zeichen:

[int|[adams][=][42][;]
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ASCII-Zeichensatz und Unicode — ﬂ(IT
zwei wichtige Alphabete in der Informatik

w ASCIIl: American Standard Code for Information Interchange

® u.a. 94 ,druckbare und ein ,unsichtbares® Zeichen
a es fehlen

mzB.&gégfeB1G...

a Kyrillisch, Japanisch, ...

® Unicode: http://www.unicode.org/charts/

u ein sehr grofies Alphabet: = 100 000 Zeichen
» auflerdem u.a.
= Namen fiir Zeichen, z. B. ,,LATIN SMALL LETTER C WITH CEDILLA® fiir ¢
u Sortierreihenfolge von Buchstaben (sprachabhéngig)
@ Zuordnung Grofibuchstaben < Kleinbuchstaben
w Schreibrichtung
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http://www.unicode.org/charts/

ASCII-Zeichensatz

32
33
34
35

84
85
86
87
88
89

X< aHA

40
a
42
43
44
45

94
95
96
97
98
99

+ ¥ ~

o o

50
51
52
53
54
55

104
105
106
107
108
109

~N O Ok W N

B PR

60
61
62
63
64
65

14
15
116
n7
18
19

= 0 Vv V

£ < g ¢ wnH

70
7
72
73
74
75

~ o H+H@DZ T

124 |
125 }
126 ~

GBI — Mengen, Alphabete, Abbildungen

Mattias Ulbrich

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

w jedes Zeichen hat Nummer

a ,druckbare” Zeichen
zwischen 32 und 126

w ,Leerzeichen“
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Relationen und Abbildungen
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Paare — anders als Mengen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Esseien A und B zwei Mengenunda € Aund b € B

w Paar (a,b) hat
u erste Komponente a und
u zweite Komponente b
u die beiden Komponenten diirfen gleich sein
m (1,1) ist ein Paar
w Paare (a,b) und (x,y) genau dann gleich, wenna =xund b =y
m also (1,2) # (2,1)
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Kartesisches Produkt zweier Mengen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

a Esseien A und B zwei Mengen.

m kartesisches Produkt A X B
AxXB={(a,b)|a€ Aund b € B}
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Kartesisches Produkt zweier Mengen Q(IT

GBI — Mengen, Alphabete, Abbildungen

Karlsruher Institut fur Technologie

a Esseien A und B zwei Mengen.

m kartesisches Produkt A X B
AxXB={(a,b)|a€ Aund b € B}

a Verallgemeinerung mit mehr Mengen, z. B.
My X My X M3 = {(Xl,XZ,Xg) | x| € My und X, € M, und X3 € M3}

a mehrere gleiche Mengen: Schreibweise

a M?statt M x M
m M3statt MXMXM

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 23/38



Allquantor und Existenzquantor ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

damit man nicht so viel schreiben muss ...

u gleich zum ersten Mal:
viele Formulierungen der Art

w «Fiir jedes Element x € A gilt ¢.»

u «Es gibt ein Element x € A, fiir das ¢ gilt.»

Empfehlung: Auerhalb logischer Formeln lieber ausschreiben!
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Allquantor und Existenzquantor ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

damit man nicht so viel schreiben muss ...

u gleich zum ersten Mal:
viele Formulierungen der Art

VxeA: Q w «Fur jedes Element x € A gilt ¢.»

m «Es gibt ein Element x € A, fur das ¢ gilt.»

Empfehlung: Auerhalb logischer Formeln lieber ausschreiben!
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Allquantor und Existenzquantor ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

damit man nicht so viel schreiben muss ...

u gleich zum ersten Mal:
viele Formulierungen der Art

VxeA: Q w «Fur jedes Element x € A gilt ¢.»

dxeA: ¢ u «Es gibt ein Element x € A, fiir das ¢ gilt.»

gemeint ist: «mindestens ein»

Empfehlung: Auerhalb logischer Formeln lieber ausschreiben!
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Allquantor und Existenzquantor Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

damit man nicht so viel schreiben muss ...

u gleich zum ersten Mal:
viele Formulierungen der Art

VxeA: () w «Fur jedes Element x € A gilt ¢.»

dxeA: ¢ u «Es gibt ein Element x € A, fiir das ¢ gilt.»

gemeint ist: «mindestens ein»

m weitere Abklrzungen wie

aVxycA statt VxeAVyeA
= weglassen von «€ A», wenn A klar ist

= mehr im Kapitel «Pradikatenlogik»

Empfehlung: Auerhalb logischer Formeln lieber ausschreiben!
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Relationen — Paare in Beziehung stehender Elemente ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Relation R: Teilmenge R C A X B
w genauer bindre Relation von A in B
m Beispiele:
(A,65) e U aber (B,4711) ¢ U
(a,b) €R auch gelesen: «a steht in Relation R zu b»

manchmal auch aRb
Bsp: <C N X N. Wir schreiben 23 < 42 nicht (23,42) € <.
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Abbildungen als spezielle Relationen \“(IT
. . . « . e
A B Unicoderelation U C Ay X Ny hat ,schone” Eigenschaften: — resnermiuirteanige
m Fiir jedes a € Ay existiert (mindestens) ein n € Ng mit (a,n) € U.

a R C A X B heif3t linkstotal, wenn
fur jedes a € A ein b € B existiert mit (a,b) € R.

w Fir kein a € Ay gibt es mehrere n € Ng mit (a,n) € U.

® R C A X B heifit rechtseindeutig, wenn
es fir kein a € A zwei by € B und b, € B mit by # b; gibt, so dass
sowohl (a, b)) € R als auch (a, by) € R ist.

u Relationen, die linkstotal und rechtseindeutig sind, heif3en
Abbildungen oder Funktionen. Schreibweise R: A — B

w A Definitionsbereich B Zielbereich
® (a,b) € R schreibt man R(a) =
w b heif3t Funktionswert an der Stelle a
u gelegentlich partielle Funktionen: rechtseindeutig, aber nicht notwendiger-
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Abbildungen als spezielle Relationen \“(IT
. . . « . e
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YVacA 3beB:(ab)ecR
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a R C A X B heif3t linkstotal, wenn
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A B w Fir kein a € Ay gibt es mehrere n € Ng mit (a,n) € U.
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sowohl (a, b)) € R als auch (a, by) € R ist.

u Relationen, die linkstotal und rechtseindeutig sind, heif3en
Abbildungen oder Funktionen. Schreibweise R: A — B

w A Definitionsbereich B Zielbereich
® (a,b) € R schreibt man R(a) =
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Abbildungen als spezielle Relationen \“(IT
. . . « . e
Unicoderelation U C Ay X Ny hat ,schone” Eigenschaften: — resnermiuirteanige
m Fiir jedes a € Ay existiert (mindestens) ein n € Ng mit (a,n) € U.

a R C A X B heif3t linkstotal, wenn
YVacA 3beB:(ab)ecR

A B w Fir kein a € Ay gibt es mehrere n € Ng mit (a,n) € U.

® R C A X B heifit rechtseindeutig, wenn
§ nicht 3a € A 3b; € B3b; € B: by # by und (a,by) € Rund (a,by) € R.

u Relationen, die linkstotal und rechtseindeutig sind, heif3en
Abbildungen oder Funktionen. Schreibweise R: A — B

w A Definitionsbereich B Zielbereich
® (a,b) € Rschreibt man R(a) = b
u b heiflt Funktionswert an der Stelle a

u gelegentlich partielle Funktionen: rechtseindeutig, aber nicht notwendiger-
weise linkstotal (! Diese Formulierung nachtraglich geandert 1)
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Spezielle Eigenschaften von Abbildungen — ﬂ(IT
injektiv, surjektiv, bijektiv

a Verschiedene Unicodezeichen a;, a; haben immer
verschiedene Code Points ny, n,

A B m R C A x B heif}t linkseindeutig, wenn
V(al, bl) €R V(az, bg) € R : wenn a; # ay, dann bl * bz .

u Eine Abbildung, die linkseindeutig ist, heif3t injektiv.

m R C A X B heif’t rechtstotal, wenn
Vbe BdacA:(ab)eR

u Eine Abbildung, die rechtstotal ist, heifdt surjektiv.

w Abbildung bijektiv, wenn sowohl injektiv als auch surjektiv
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%

u Eine Abbildung, die rechtstotal ist, heifdt surjektiv.
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Definition von Abbildungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u immer Definitions- und Zielbereich angeben
m f:A—>B
u Spezifikation von Funktionswerten z. B. so

x — Ausdruck, in dem x vorkommen darf

w Name (hier x) fur den Wert, auf den Abbildung angewendet wird.

a oder z.B. so

(x,y) — Ausdruck, in dem x und y vorkommen durfen

® Abbildung wird auf Paar angewendet
= Namen (x und y) fiir seine ,,Bestandteile”
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Definition von Abbildungen: Beispiel

a
2’
f:Ng = Ng, n— n/
3n+1,
a Namen sind irrelevant
das ist die gleiche Abbildung;:
3x+1,
:Ng = Np, x>
g: No 0 x/2.
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Karlsruher Institut fur Technologie

falls n gerade,

falls n ungerade.

falls x ungerade,

falls x gerade.
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Definition von Abbildungen: Beispiel

a
n/2,
f:Ng— Ng, n— /
—,Collatz* 3n+1,
a Namen sind irrelevant
das ist die gleiche Abbildung;:
3x+1,
g: Nog — Ny, x
x/2,
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falls n gerade,

falls n ungerade.

falls x ungerade,

falls x gerade.
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Zu jeder Abbildung gehoren ﬂ(IT

Definitions- und Zielbereich

w Um die Injektivitat von f : A — B beurteilen zu kdnnen,
muss man A kennen:
R}: die reellen » f: R > R x> x? ist injektiv, aber
Zahlen > 0 w f:R — R} :x— x?ist nicht injektiv
® Um die Surjektivitat von f : A — B beurteilen zu kénnen,
muss man B kennen:
» f:RY — R :x > x?ist surjektiv, aber
w f:R — R:x — x? ist nicht surjektiv
® Zu einer Abbildung gehoren
u der Definitionsbereich A und
der Zielbereich B

.
u die Abbildungsvorschrift
m analog fir Relationen
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noch ein kleines bisschen Notation Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Esseif:A—>Bund M C A
f(M)={b e B| esgibteinae M mit f(a) =b}
u Abkiirzung bei set comprehensions

statt {b € B | es gibt ein a mit f(a) = b und P(a)}
kurz {f(a) | P(a)}
w damit f(M) ={f(a) | a € M}

a bei Relationen R C A X B manchmal
R(a) firR(a) ={ b | (a,b) € R}

a manchmal auch R[a] ={ b | (a,b) € R}
(um von Anwendung einer Funktion zu unterscheiden)
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Mehr zu Mengen
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Die Elemente einer Menge kdnnen selbst Mengen sein ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Diese Menge enthilt sieben Elemente:
M= { 1a {2: 3}a 45 53 6’ {7’ 8’ 9}5 {} }

w Die Menge { {} } enthélt ein Element.
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Menge aller Funktionen von A nach B A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir Mengen A und B schreibe
B4 = {f | f ist Funktion f: A — B}

w fiir endliche Mengen gilt: |[B4| = |B|!4!

m Setze als Mengen (Konstruktion nach John von Neumann)

0=1{} 2=40,1}
1= {0} 3={0,1,2} =2U {2} USW.

» B2 =B = {f| f:{0,1} > B}
p € B? ist damit eine Funktion und p(0) und p(1) die Komponenten.
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Potenzmenge einer Menge M — alle Teilmengen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Es sei M eine Menge.

a Potenzmenge von M
PM)={A|Ac M}

u andere Notation 2M oder P (M)
Beispiel M = {1}

PM) =PH1H) ={{hL{1}}
Beispiel M = {1, 2, 3}.

P({1.2,30) ={{} {1}, {2}, {3}, {L.2}, {13}, {23}, {1.2,3}}

A € P(M) aquivalent zu A C M
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Wie kommt es zur Notation 2M fiir die Potenzmenge? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

= Was bedeutet 2M? Wie kann die Zahl 2 eine Menge sein?
w Erinnerung: Neumann-Konstruktion 2 = {0,1}

w Damit ist 2™ das gleiche wie {0,1} und das wiederum gleich
der Menge der Funktionen y : M — {0,1}.

m Sei A C M. Die Funktion y4 : M — {0,1} wird dann auch
charakteristische Funktion von A (beztiglich M) genannt und
ist definiert durch

1 fallsxe A

0 sonst

xa(x) = {
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,Grof3e” Vereinigungen und Durchschnitte ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Es seien I und M zwei Mengen und f: I — 2M,

z.B.I=1{1,2} oder I = Ng oder...
w schreibe M; statt f (i)

a definiere
UMi = {x | es gibt ein i € I so, dass x € M;}
iel
ﬂM,— = {x | fur jedesi € I ist x € M;}
iel
w firl = {12} ist

a UiEIMi = M1 UMZ
a miEIMi = M1 ﬂMz
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Was ist wichtig ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Das sollten Sie mitnehmen:
u Alphabete
= ASCII und Unicode sind wichtige Beispiele
a bindre Relationen
w Abbildungen

w Spezialfalle: injektiv, surjektiv, bijektiv, partiell

a Das sollten Sie tiben:
» Benutzung der Begriffe Alphabet, Relation, Abbildung
= ,Rechnen mit Mengen
u einfaches Argumentieren
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