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Themen dieses Kapitels

informellen Anmerkungen
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Boolesche Funktionen

Semantik

Beweisbarkeit

GBI — Grundbegriffe der Informatik

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

nach ein paar einleitenden
zu Aussagen und ihrer Gultigkeit

definieren wir die
aussagenlogischer Formeln.

ermoglichen dann die

Definition der
aussagenlogischer Formeln.

Im Abschnitt tiber
geht es um ein syntaktisches Aquivalent zum
semantischen Begriff der Allgemeingiiltigkeit.

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Informelles
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User Ziel: Formales Logisches Schlief3en ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Unter der Annahme, dass gilt:

RvS—K . .
«Wenn es regnet oder schneit, dann ist es kalt drau3en.»
X u Fiir die Beobachtung:
«Es ist warm draufien.»
= -R

a Daraus kann man schlief3en:
«Es regnet nicht.»
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Aussagen — «objektiv» wahr oder falsch ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispielaussagen

u «Die Zahl 42 ist gerade.»
a «Die Zahl 43 ist gerade.»
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Aussagen — «objektiv» wahr oder falsch ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispielaussagen

u «Die Zahl 42 ist gerade.» wahr
a «Die Zahl 43 ist gerade.»
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Aussagen — «objektiv» wahr oder falsch ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispielaussagen

u «Die Zahl 42 ist gerade.» wahr
a «Die Zahl 43 ist gerade.» falsch
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Karlsruher Institut fur Technologie

Aussagen — «objektiv» wahr oder falsch ﬂ IT

u Beispielaussagen
u «Die Zahl 42 ist gerade.» wahr
a «Die Zahl 43 ist gerade.» falsch

w héngt i.A. von einem Interpretations-Kontekt ab:
«Es regnet.» ist weder immer wahr noch immer falsch.

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 5/47
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Aussagen — «objektiv» wahr oder falsch Q(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

u Beispielaussagen

u «Die Zahl 42 ist gerade.» wahr
a «Die Zahl 43 ist gerade.» falsch

w héngt i.A. von einem Interpretations-Kontekt ab:
«Es regnet.» ist weder immer wahr noch immer falsch.

m Das Folgende scheint eine Aussage, ist aber keine Aussage,
da weder wahr noch falsch
m «Dieser Satz ist nicht wahr.»
a Ist der Satz wahr, dann ist er nicht wahr.
m Ist der Satz nicht wahr, dann ist er wahr.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Aussagen aus elementaren Aussagen zusammensetzen ﬂ IT

u Esseien P und Q zwei Aussagen.

a Dann erlauben wir diese Konstruktionen:

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Negation: «Nicht P»

logisches Und: «P und Q»

logisches Oder: «P oder O»

logische Folgerung: «P impliziert Q»
«Wenn P, dann Q»

Mattias Ulbrich

Karlsruher Institut fur Technologie

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Grundlagen der klassischen Aussagenlogik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Zweiwertigkeit
Jede Aussage ist entweder falsch oder wahr.

u Elementare Aussagen haben keine weitere Unterstruktur.

a Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen
durch Wahrheitswerte der Teilaussagen
eindeutig festgelegt
u keine Abhangigkeit vom konkreten Inhalt der Aussagen
a auch nicht beim «Wenn ..., dann...»
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Grundlagen der klassischen Aussagenlogik Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Zweiwertigkeit
Jede Aussage ist entweder falsch oder wahr.

u Elementare Aussagen haben keine weitere Unterstruktur.

a Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen
durch Wahrheitswerte der Teilaussagen
eindeutig festgelegt
u keine Abhangigkeit vom konkreten Inhalt der Aussagen
a auch nicht beim «Wenn ..., dann...»

u Beispiel
w P: «2014 in Japan etwa 4.7 Mio. Pkw neu zugelassen.»

w Q: «1999 gab es in Deutschland etwa 11.2 Mio. Internet-Nutzer»
a «Wenn P, dann Q»
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Grundlagen der klassischen Aussagenlogik Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Zweiwertigkeit
Jede Aussage ist entweder falsch oder wahr.

u Elementare Aussagen haben keine weitere Unterstruktur.

a Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen
durch Wahrheitswerte der Teilaussagen
eindeutig festgelegt
u keine Abhangigkeit vom konkreten Inhalt der Aussagen
a auch nicht beim «Wenn ..., dann...»

u Beispiel
w P: «2014 in Japan etwa 4.7 Mio. Pkw neu zugelassen.»
w Q: «1999 gab es in Deutschland etwa 11.2 Mio. Internet-Nutzer»
a «Wenn P, dann Q»

= P und Q sind nicht kausal verkntpft
m Tatsachlich eine wahre Aussage
» Fehlende Kausalitat irrelavant
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Syntax aussagenlogischer Formeln
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Alphabet der Aussagenlogik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Aussagevariable: Varyy = {Py,P1,P2,Ps3,...,P,}
fur bessere Lesbarkeit haufig auch P, Q, R, S

m aussagenlogische Verknilipfungen: =, A, v, =

u Alphabet
AAL = { (s )’_'7/\’\/,_) } U VarAL .

u Ziel im Folgenden:
Die formale Sprache Foray C A}, der syntaktisch korrekten aussagenlogi-
schen Formeln definieren.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 9/47



Lesarten A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

=G «nicht G»
(GAH) «GundH>»
(Gv H) «Goder H»

(G- H) «Gimpliziert H» (oder «aus G folgt H»)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 10/47



Konstruktionsabbildungen Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Eine Abbildung fiir jede Verknuipfung,

z.B. fa 1 Al XA} — AL (G,H) —» (GAH)

u analog fur die anderen Verkniipfungen

u Dariiber kann fiir eine Menge von Worten M gebaut werden:
Ver(M) = {-G, (GaH), (GvH), (G- H)|GHeM}

Ver(M) ist die Menge der ,einmal logisch verknupften Worter
aus M.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Syntax — Konstruktion immer grofierer Formeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» induktiv M, = Varag
fur jedes n € Ng : My = Ver(M,) U M,

a alle Formeln zusammen: Foray = U M;
iENo

u Typische Formulierung:
Die Menge der aussagenlogischen Formeln For,y, ist die kleinste
Menge, fiir die gilt:
w Varap C Forat
w Wenn G € Foryy, dann ist =G € Foryyg
a Wenn G, H € Foryy, dann ist (G A H) € Foryg,
a Wenn G, H € Foryy, dann ist (Gv H) € Forar,
m Wenn G, H € Foryr, dann ist (G = H) € Foryg,
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Konstruktion — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Essei Varar = {P,Q}.
a Mo = {P:Q}
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Konstruktion — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Essei Vurap = {P,Q}.

= My ={P,Q}

m also M; = { P, Q,
-P, =,
(PAP), (PAQ), (QaP), (QAQ),
(PvP), (PvQ), (QvP) (QvQ),
(P=P), (P-Q),@Q-P) QA-Q}
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Regeln zur Einsparung von Klammern

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Abkiirzungen — «offizielle» Syntax bleibt gleich

GBI — Grundbegriffe der Informatik

u duflere Klammern darf man weglassen:

wa P>Q stat (P-0Q)
mehrfach gleiches Konnektiv: «implizite Linksklammerung»
m PAQAR statt (PAQ)AR)

verschiedene Konnektive ohne Klammern —
verschiedene «Bindungsstarken»:

- bindet am starksten

A bindet am zweitstarksten

v bindet am drittstarksten

— bindet am viertstarksten

© bindet am schwiachsten

Beispiel
= PvR->-QAR statt ((PvR)—=(-QAR))

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Pingo Quiz!

s.kit.edu/
gbi-pingo

GBI — Grundbegriffe der Informatik

AIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

Welche der folgenden Zeichenfolge ist/sind keine AL-Formel?
(Gemafl der Konstruktionsregeln, ohne Klammern-weglassen)

Option A (PAQ))
Option B ~(-P)
Option C (((P)))
Option D (P> P) - (P> P))

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 15/47


https://s.kit.edu/gbi-pingo

Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Semantik aussagenlogischer Formeln
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Ziel: Bedeutung einer aussagenlogischen Formel — Sg(IT
€ i ne bOO I esC h e F un kt i on Karlsruher Institut fir Technologie

«Wahrheitswerte»: B = {w, f}

m Essei V eine Menge von Aussagevariablen

u InterpretationI:V — B,
belegt die Aussagevariablen mit Wahrheitswerten.

-9
o
S
e
w

Darstellung z. B. in Tabellenform

u jede Zeile eine Interpretation

S £ S S =A==
£ € "=mgE =
£ Mg " mE
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Auswertung von Formeln &‘(IT

w Esseil:V — B eine Interpretation. mm—
w Auswertungsfunktion von AL-Formeln: val; : Fora; — B
a fir jedes X € V sei valj(X) = I(X)

falls val;(G) = f
w fir jede G,H € Foryp sei  valj(—=G) = w falls val;(G)
f falls val;(G) =w

falls val;(G) = w und val;(H) = w

sonst

val;(GA H) = {;N

falls val;(G) = w oder val;(H) = w
sonst

val;(G v H) = {:"

(G = H) w falls: Wenn val;(G) = w dann val;(H) = w
va =
' fa“S ValI(G) = w und valI(H) =f
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
m FormelG=Qv-(PAQ)

u berechne val;(G) durch schrittweise Anwendung der Definition:
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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m FormelG=Qv-(PAQ)
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
m FormelG=Qv-(PAQ)

u berechne val;(G) durch schrittweise Anwendung der Definition:

val;(G) =
val;(Q) =
valj(=(P A Q)) =
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
m FormelG=Qv-(PAQ)

u berechne val;(G) durch schrittweise Anwendung der Definition:

val;(G) =
vali(Q) =
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
m FormelG=Qv-(PAQ)

u berechne val;(G) durch schrittweise Anwendung der Definition:

val;(G) =
val;(Q) =
val;(-(P A Q)) =
val;(PA Q) =
val;(P) =
val;(Q) =

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 19/47



Auswertung von Formeln — ein Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
m FormelG=Qv-(PAQ)

u berechne val;(G) durch schrittweise Anwendung der Definition:

val;(G) =
val;(Q) = f

vali(~(P A Q)) =

val;(PA Q) =
val;(P) = w
val;(Q) = f
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Karlsruher Institut fur Technologie
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Auswertung von Formeln — ein Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

w Interpretation I mit I(P) =wund I(Q) = f
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Auswertung einer Formel fir alle Interpretationen A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

a oft in Tabellenform

u Beispiel
P Q|-P -Q -Pv-Q PAQ -(PAQ)
f flw w w f w
f w|w f w f w
w f f w w f w
w w| f f f w f
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Auswertung einer Formel fir alle Interpretationen A“(IT

a oft in Tabellenform

Karlsruher Institut fur Technologie

\ﬂp -Q -Pv-Q PAQ -(PAQ

u Beispiel
P Q
f f | w
f w|w
w f f
w w| f

w

f
w
f

- g g

f

f
f
w

- £ g

u vergleiche drittletzte und letzte Spalte

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 20/47



Aquivalente Formeln A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

w zwei Formeln G und H heifien dquivalent
wenn fiir jede Interpretation I gilt: val;(G) = val;(H).

m geschrieben G = H

u Beispiele:

“Pv-Q=-(PAQ
- —-P=P
P-Q=(-P)vQ

= informelle Uberlegung zum letzten Fall
u «Gegenteil» vonP = Q: (PA—-Q)
m also P - Q aquivalent zu —=(P A —Q)
» dquivalent zu (=P)v (-~ =Q)
» aquivalent zu (=P)v Q

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Modelle A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
u Interpretation I Modell einer Formel G,
wenn val;(G) = w ist.

u Interpretation I Modell fur Formelmenge T,
wenn I Modell jeder Formel G € T ist.

a I' | G: jedes Modell von T auch Modell von G
ma HEGstatt {H} EG

a EGstatt {} G
u G fiir alle Interpretationen wahr

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 22/47



Wichtige Spezialfalle aussagenlogischer Formeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Formel G Tautologie oder allgemeingiiltig,
wenn jede Interpretation Modell
e EG
azB.Pv-P
mzB.P-(Q—~>P)

das ist ein semantischer Begriff

w Formel G erfiillbar, wenn fiir mindestens ein I wahr

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 23/47



Tautologien — viele Beispiele auf ein Mal Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w betrachte G « H:  Abkirzung fiur (G- H)A(H = G)

a Wertetabelle fur G « H:

G H|G-H H-G G¢H

f w

£ £ ==
£ =g
£ =g

\%%

f
w
w

w

f
f
w

w falls val;(G) = val;(H)

f sonst

val; (G < H) = {

w Erinnerung: G = H bedeutet val;(G) = val;(H) fur jedes I

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 24/47



zwei Aquivalenz«begriffe» die zusammenpassen

eben uberlegt:

Lemma
Wenn G = H ist, dann ist G < H Tautologie.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

Ui

Karlsruher Institut fur Technologie

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

25/47



zwei Aquivalenz«begriffe» die zusammenpassen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

eben uberlegt:

Lemma
Wenn G = H ist, dann ist G < H Tautologie.

umgekehrt gilt auch

Lemma
Wenn G < H Tautologie ist, dann ist G = H.

hier zahlt es sich aus, dass wir «<wenn» und «dann» sagen und
dafiir nicht auch noch Pfeile malen ...

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 25/47



Tautologien — konkrete Beispiele

GBI — Grundbegriffe der Informatik

fur G, H,K € Foray sind Tautologien:

a -GG

a (GoH)« (-GvH)

a (GoH)(-H--G)

(GAH) 4 ~(~Gv-H)und(Gv H) < ~(~GA—-H)
-(GAH) < (-Gv-H)und~(Gv H) < (-GA—-H)

a GAGeGundGv G« G
GAH<HAGundGvH«+< HvVvG

(GAH)AK & GA(HAK)und(GvH)VK &+ Gv(HvK)

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

Karlsruher Institut fur

Technologie
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Tautologien — konkrete Beispiele

Doppelnegation

Kontraposition

De Morgan
Idempotenz
Kommutativitat

Assoziativitat

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

fur G, H,K € Foray sind Tautologien:

a -GG

a (GoH)« (-GvH)

a (GoH)(-H--G)

(GAH) 4 ~(~Gv-H)und(Gv H) < ~(~GA—-H)
“(GAH) < (-Gv-H)und—~(Gv H) & (-GA—-H)

a GAG-GundGvG oG
GAH<HAGundGvH«+< HvVvG
(GAHAK&GAHAK)und(GVvH)VK <+ Gv(HvK)

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Tautologien — konkrete Beispiele

Doppelnegation

Kontraposition

De Morgan
Idempotenz
Kommutativitat

Assoziativitat

fur G, H,K € Foray sind Tautologien:

a -GG

a (GoH)« (-GvH)

a (GoH)(-H--G)

(GAH) 4 ~(~Gv-H)und(Gv H) < ~(~GA—-H)
“(GAH)«(-Gv-H)und=(Gv H) <+ (~-GA—-H)

a GAGeGundGv G« G
GAH<HAGundGvH«+< HvVvG

(GAH)AK & GA(HAK)und(GvH)VK &+ Gv(HvK)

Ahnlichkeit zur Mengenlehre kein Zufall (— Boolesche Algebra)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

Karlsruher Institut fur

Technologie
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Tautologien anderer Bauart ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

fur G, H,K € Foray sind Tautologien:

a GG

a -GvG

a G->(H-G)

a (GAH)-G

» (G-(H->K)->(G->H)->(G-K))

e« ("H--G)»(~-H-G)- H)

a FALSCH- G (worin FALSCH :=P A —P)
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Tautologien anderer Bauart ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

fur G, H,K € Foray sind Tautologien:

a GG
Tertium non datur a - GvG
e G- (H-=G)
a (GAH)=G
» (G-(H->K)->(G->H)->(G-K))
e« ("H->-G)»{(~H->G)—~ H)
Ex falso quod libet s FALSCH- G (worin FALSCH :=P A —P)
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Pingo Quiz!

s.kit.edu/
gbi-pingo

GBI — Grundbegriffe der Informatik

AIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

Welche Option gilt fiir die beiden Symbolen = und <? Wie unter-
scheiden sie sich?

Option A G < H kann wahr und falsch ergeben, G = H kann nicht
falsch sein.

Option B G = H kann wahr und falsch ergeben, G < H kann nicht
falsch sein.

Option C G «< H ist eine Formel, G = H ist eine Aussage liber
Formeln.

Option D G = H ist eine Formel, G «< H ist eine Aussage Uber
Formeln.

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Boolesche Funktionen
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George Boole

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

u George Boole (2.11.1815 — 8.12.1864)
m englischer Mathematiker und Philosoph
m Professor in Cork (Irland)

= Buch (1854):
An Investigation of the Laws of Thought
on Which are Founded the Mathematical Theories
of Logic and Probabilities

public domain, commons.wikimedia.org/ wiki/

File:George_Boole_color. jpg
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Boolesche Funktionen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Erinnerung: «Wahrheitswerte»: B = {w, f}

» boolesche Funktionen f : B — B

u Ubliche Notationen fur Boolesche Operatoren
math. gepragt techn. geprdgt
b-(x) —x X Negation bzw. Nicht
ba(x,y) XAY xX-y Und
by (x, 1) xVy xX+y Oder
b—(x,y) x>y Implikation

a bei Verwendung von +, - und
meist auch 0 statt f und 1 statt w
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Beispiele fiir boolesche Funktionen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

X1 Xz X3 | XiAXz X1VXxaVx3 o forr(xp, X2, X3)
X1 X9 X1+ X2 + X3
f f f f f f
f f w f w f
f w f f w f
f w w f w w
w f f f w f
w f w f w w
w w f w w w
w w w w w w

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Ausdrucksstarke der Aussagenlogik Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Fiir jede Boolesche Funktion f : B" — B
gibt es eine erzeugende Formel F € Foryp, mit:

f(xls L) xn) = Vallxl,m,xn (F)

w Argument Boolescher Funktion: Tupel xy, ..., x, € B"™.
w Formel-Auswertung: Interpretation : V — B

= Lésung: Boolesches Tupel als Interpretation verstehen:

reXn(p)y=x; furie{l,...,n}

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Pingo Quiz!

s.kit.edu/
gbi-pingo

GBI — Grundbegriffe der Informatik

AIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

Welche der folgenden Formeln erzeugt die Boolesche Funktion fi,ino
mit
fmin2(x1, X2, x3) =W &= wenigstens 2 Argumente sind w ?

Aquivalent dazu:
Welche Formel ist genau dann wahr, wenn wenigstens zwei der
Variablen P, Q, R zu wahr ausgewertet werden?

Option A PvQvR

Option B (PAQV(QAR)V(RAP)
OptionC P->QPAQ—->RIA(R—-P)
Option D ==PA-=QA-—R

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 34/47
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Beweisbarkeit
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Kalkiil — ein System fiir Beweise ﬂ(IT

nun ein rein syntaktisches «Spiel mit Bauklotzchen» Korstuhr st fr Technologie

u allgemein
u Alphabet A
u syntaktisch korrekte Formeln For C A*
a Axiome Ax C For,
w Schlussregeln

w Sprachlich: Der Kalkiil (m.) fur eine Logik, aber
«Das Kalkil (n.) geht nicht auf.»
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Schlussregeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
i V2.V,
(R)
C

» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

Beispiele:

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € For,; X Forar.
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Schlussregeln A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
Vi V2 v,
A
(R)

C
» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

u Genau eine Folgerung (Conclusio) C

Beispiele:

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € For,; X Forar.
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Schlussregeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
i V2 Vi
PP n
(R)

C
» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

u Genau eine Folgerung (Conclusio) C

u Korrektheit: Regel R heif3t korrekt, wenn gilt:
wenn alle Voraussetzungen Tautologien sind, dann ist auch C eine

Tautologie.

Beispiele:

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € Fory; X Forar.
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Schlussregeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
i V2 Vi
PP n
(R)

C
» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

u Genau eine Folgerung (Conclusio) C

u Korrektheit: Regel R heif3t korrekt, wenn gilt:
wenn alle Voraussetzungen Tautologien sind, dann ist auch C eine

Tautologie.
Beispiele:
AAB AAB A B
. — und —_— und _—
A B AAB

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € For; X Forar.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 37/47



Schlussregeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
Vi V2 v,
A
(R)

C
» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

u Genau eine Folgerung (Conclusio) C

u Korrektheit: Regel R heif3t korrekt, wenn gilt:
wenn alle Voraussetzungen Tautologien sind, dann ist auch C eine

Tautologie.

Beispiele:
AAB AAB A B

. — und _— und _—

A B AAB

A-B -A-B - A — Falsch

. und

B A

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € For; X Forar.
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Schlussregeln

<t

Karlsruher Institut fur

i v2 .. WV,
R
- (®)

» Endliche Menge an Voraussetzungen {V;, V,, ..., V,;}

u Genau eine Folgerung (Conclusio) C

u Korrektheit: Regel R heif3t korrekt, wenn gilt:
wenn alle Voraussetzungen Tautologien sind, dann ist auch C eine
Tautologie.

Beispiele:
AAB AAB A B
a —— und _ und _
A B AAB
A-B -A-B - A — Falsch
a und
B A
A->B A
A — 7
B

Formal ist eine Regel R ein Tupel R € For; X Forar.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Nattrliches Schlief3en

A

— (al
AAB )

(v1p)

AvB Av

A+ B
A—B
A — FALSCH
-A
- A — FALSCH
A

o)

(vly)

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

AAB A B
A (nEp) B (AEp)
AvB A-C B-C
C (VE)
A A-B
= (MP) (5E)
A -A -—A
e R
FALSCH A
Ara ™

w natirlich® weil dem menschlichen Schliefen nahe liegend.

u Kalkiil korrekt: Jede Regel ist korrekt

Jakowski
Gentzen (1934)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

u Kalkiil vollstandig: Jede aussagenlog. Tautologie kann abgleitet werden.
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Formeln mit Bedingungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beweis fiir Formel F € Foruy bezgl. Voraussetzungen I' C Forap: T+ F

u Schlussregeln eigentlich:

Tritt auf in:
b B LFW le—an e Tk Ve
W (=E) i=1 L -C
m Regel (=) ist die Moglichkeit Voraussetzungen ,loszuwerden®.
Ara ™
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Beispielbeweise ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
Beispiel:

Beweise: E(PAQ) > (Pv Q)
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Beispielbeweise ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel:

Beweise: E(PAQ) > (Pv Q)

(Ax)
PAQFPARQ B)
PAQFP o)
PAQFPvVvQ 1)
PAQ - PvQ
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Beispielbeweise

Beispiel:

Beweise: E(PAQ) > (Pv Q)

PAQFPARQ

PAQFEP

PAQFPVvQ

PAQ - PvQ

GBI — Grundbegriffe der Informatik

(Ax)
(AE)
(v1)
Ca))

Beispiel:

Mattias Ulbrich

<7

Karlsruher Institut fur

Beweise: E(PAQ)—(QAP)

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Beispielbeweise

Beispiel:

Beweise: E(PAQ) > (Pv Q)

(Ax)
PAQFPARQ B)
PAQFP o)
PAQFPvVvQ )
PAQ - PvQ

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel:
Beweise: E(PAQ)—(QAP)
(Ax) (Ax)
PAQFPARQ PAQFPARQ
(AEr) (~Ep)
PAQFQ PAQFEP )
PAQFQAP "
PAQ = QAP
Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 40/47



Abschreckendes Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Beweise:
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Abschreckendes Beispiel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Beweise:

W
a —SFP i)
~(Pv—P) F =(Pv—P) Prev-p )
—(Pv —P),P F FALSCH o
~(Pv=P) F PoFALSCH

-(Pv—=P) F =P

(Ax) (vIr)
-(Pv—-P) F =(Pv—-P) -(Pv—=P)F Pv-P -5
-~(Pv-P) + FALSCH o)
-(Pv-P) - FALSCH
(RAA)

Pv—-P
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Beweisen auf der Metaebene
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Wozu denn dann? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Nicht so gut fir Beweissuche
w Wofir ist der Kalkiil denn dann gut

m ,Natiirliches“ Schlieflen ausnutzen

" Beweisen auf der informellen / semiformellen / dufleren Metaebene

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 43/47



Beweisen auf der Metaebene A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

“AE (Al) Zu zeigen ist AA B. Dies zeigen wir getrennt:
N

1. zu zeigen ist A.

2. zu zeigen ist B.
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Beweisen auf der Metaebene

A B

—_
AAB b

Zu zeigen ist A B. Dies zeigen wir getrennt:

1. zu zeigen ist A.

2. zu zeigen ist B.

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

A->B -A-B

B

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Zu zeigen ist B. Dazu eine Fallunterscheidung nach A:

w 1 Fall: A gelte.
<Daraus folgt, dass B gilt. >

w 2 Fall: A gelte nicht.
<Daraus folgt, dass B gilt.

Insgesamt ist damit B gezeigt.

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Beweisen auf der Metaebene (Il) Q(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

“A - FALSCH Zu zeigen ist A. Angenommen A sei nicht wahr, dann ...

A

(RAA)
Daraus ergibt sich ein Widerspruch. Also gilt die Aussage A.
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Beweisen auf der Metaebene (Il) Q(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

“A - FALSCH Zu zeigen ist A. Angenommen A sei nicht wahr, dann ...

A

(RAA)
Daraus ergibt sich ein Widerspruch. Also gilt die Aussage A.

Euklids Beweis  Zu zeigen ist, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Angenommen, die

fur den Menge P C N, aller Primzahlen sei endlich. Dann gibt es auch eine grofite

Satz von Euklid ~ Primzahl py.x € P, so dass fir alle Primzahlen p € P gilt, dass p < pmax.
Definieren wir nun die Zahl N := ([],cp p) +1, also das Produkt aller (endlich
vielen) Primzahlen plus 1. Welche Primfaktoren hat N? Tatséchlich teilen nur
Tund N diese Zahl. Jede andere Primzahl kann kein Teiler von N sein, weil p
ja schon N —1teilt. Also ist N eine Primzahl. N ist aber auch grofler als pyax.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass es nur endlich viele Primzahlen
gebe. Deswegen muss es unendlich viele Primzahlen geben.
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Abschlussbemerkung ... ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Der Kalkul ist theoretisch sehr wertvoll.

u In der Praxis Aussagenlogik haufig verwendet,
z. B. Konfigurationsmanagement:

PKW-Konfigurationen,

Software-Paketmanager

a mittels automatischen Beweisern entschieden
a Diese verwenden fundamental andere Techniken!
KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 46/47
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Was ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
w aussagenlogische Formeln haben

a Syntax
= Semantik

w boolesche Funktionen
w Formalisierung von Beweisbarkeit in Kalkiilen

® Zusammenhang mit Allgemeingiiltigkeit

Das sollten Sie tiben:

® Rechnen mit booleschen Funktionen
a Uberpriifen von Formeln auf Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit
m prazises Argumentieren wie bei Beweisen in Kalkiilen
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