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Themen dieses Kapitels Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Vollstandige Induktion ist ein Beweisprinzip, das auf einer fundamentalen
Eigenschaft der natirlichen Zahlen fuf3t.

Wegen einer Reihe hilfreicher
Varianten wird Induktion oft angewendet.

Induktive Definitionen haben ihren Namen daher, dass man oft
mit vollstandiger Induktion nachweisen kann,
dass eine solche Definition ,liickenlos ist.
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Vollstandige Induktion
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Eine Erinnerung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Potenzen von Wortern wurden so definiert
fur jedes Wort w € A™:

fur jedesn € Ng: w™ =w" - w

® Lemma. Fiir jedes Wort w € A* gilt:
Fiir jedes n € Ng ist |[w"| =n- |w|.

a Wie beweist man das?
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Induktive Definitionen kann man zu Rechnen benutzen

a Definition

® Was ist w! ?

® Was ist w? ?

® Was ist w3 ?
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Das Lemma tber Wortlangen — einfache Falle Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w n = 0: Das ist einfach: |[w°| = |¢| =0 =0 |w|.

® n = 1: Man kann dhnlich rechnen wie bei w! = w:

[wl = [w] = [w’ - w| = [w] + |w]
= 0|w| + |w| siehe Falln =0
=1|w|

weil fiir n = 0 richtig auch fir n = 1 beweisbar

w n = 2: Wir gehen analog zu eben vor:

[w?| = W] = [wh - w] = |[w] +|w]|
=1w| + |w| siehe Falln =1
= 2|w|

weil fiir n = 1richtig auch fir n = 2 beweisbar
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Vollstandige Induktion — Peano-Axiome &‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Teil der tblichen Die folgenden Aussagen charakterisieren die natiirlichen Zahlen vollstan-
Definition von Ny dig:
1. 0 ist eine natiirliche Zahl.

Peano Axiome 2. Der Nachfolger n + 1 einer natiirlichen Zahl n ist eine natiirliche Zahl.

3. Keine naturliche Zahl hat die 0 als Nachfolger.

4. Haben zwei natiirliche Zahlen n und m denselben Nachfolger, dann
sind sie dieselbe Zahl.

5. Wenn eine Menge M von natiirlichen Zahlen die 0 enthélt und fiir
jede Zahl n in M auch ihr Nachfolger n +1in M liegt, so ist M die
Menge aller natiirlichen Zahlen.
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Vollstandige Induktion — Peano-Axiome A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Teil der tblichen Die folgenden Aussagen charakterisieren die natiirlichen Zahlen vollstan-
Definition von Ny dig:
1. 0€e NO

Peano Axiome 2. Fiurallen e Ny gilt: n+1 € Ny

3. Keine natirliche Zahl hat die 0 als Nachfolger.

4. Haben zwei natiirliche Zahlen n und m denselben Nachfolger, dann
sind sie dieselbe Zahl.

5. Wenn eine Menge M von natiirlichen Zahlen die 0 enthélt und fiir
jede Zahl n in M auch ihr Nachfolger n +1in M liegt, so ist M die
Menge aller natiirlichen Zahlen.
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Vollstandige Induktion — Peano-Axiome A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Teil der tblichen Die folgenden Aussagen charakterisieren die natiirlichen Zahlen vollstan-
Definition von Ny dig:
1. 0€e N()

Peano Axiome 2. Fiurallen € Ng gilt: n+1 € Ny

3. Furallen e No gilt: n+1#0
4. Furallen,me Ny gilttn+1=m+1 = n=m

5. Wenn eine Menge M von natirlichen Zahlen die 0 enthélt und fur
jede Zahl n in M auch ihr Nachfolger n +1in M liegt, so ist M die
Menge aller natiirlichen Zahlen.
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Vollstandige Induktion — Peano-Axiome ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Teil der tblichen Die folgenden Aussagen charakterisieren die natiirlichen Zahlen vollstan-
Definition von Ny dig:
1. 0€e NO

Peano Axiome 2. Furallen e Ny gilt: n+1 € Ny

3. Furallen e No gilt: n+1#0
4. Furallen,me Ny gilttn+1=m+1 = n=m

5. Fur alle M € Ny gilt: Wenn 0 € M und fir jedesn € M giltn+1€ M,
dannist M = N,
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Vollstandige Induktion — Peano-Axiome ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Teil der tblichen Die folgenden Aussagen charakterisieren die natiirlichen Zahlen vollstan-
Definition von Ny dig:
1. 0€e No

Peano Axiome 2. Furallen e Ny gilt: n+1 € Ny

3. Furallen e No gilt: n+1#0
4. Furallen,me Ny gilttn+1=m+1 = n=m

5. Fur alle M € Ny gilt: Wenn 0 € M und fir jedesn € M giltn+1€ M,
dannist M = N,

Benannt nach Giuseppe
Peano
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Vollstandige Induktion — die Grundlage ﬂ IT

Teil der tiblichen
Definition von N

Karlsruher Institut fur Technologie

Wenn eine Menge M
a nur Zahlen aus Ny enthalt,

@ 0 € Mistund

Peano Axiome a fur jedes n € Ny gilt: wennn € M, dannn+1e M
dann ist M = N,.

Benannt nach Giuseppe
Peano
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Vollstandige Induktion — das Prinzip ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

w es sei fur jedes n € Ng eine Aussage A, festgelegt
m Ziel: Beweis, dass ,fiir jedes n € N die Aussage A, wahr ist.*

w Plan: zeige, dass fir M = {n | A, ist wahr} gilt: M = N,
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Vollstandige Induktion — das Prinzip Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w es sei fur jedes n € Ng eine Aussage A, festgelegt
m Ziel: Beweis, dass ,fiir jedes n € N die Aussage A, wahr ist.*
w Plan: zeige, dass fir M = {n | A, ist wahr} gilt: M = N,

a zeige
- 0€Mund
— fur jedes n € Ng gilt: wennn e M, dannn+1e M
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Vollstandige Induktion — das Prinzip A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w es sei fur jedes n € Ng eine Aussage A, festgelegt
m Ziel: Beweis, dass ,fiir jedes n € N die Aussage A, wahr ist.*
w Plan: zeige, dass fir M = {n | A, ist wahr} gilt: M = N,

a zeige

- 0€ Mund
— fur jedes n € Ng gilt: wennn e M, dannn+1e M

m also ist zu zeigen:

L. - Ay ist wahr und
Pl’anlP { - fur jedes n € Ny gilt: wenn A,, wahr, dann A,,1; wahr
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Vollstandige Induktion — Beweisstruktur ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir jedes n € N eine Aussage A,

a zeige

Ay ist wahr und

fur jedes n € Ny gilt: wenn A, wahr, dann A4, wahr
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Vollstandige Induktion — Beweisstruktur ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir jedes n € N eine Aussage A,

a zeige
- Induktionsanfang:
Ay ist wahr und

fur jedes n € Ny gilt: wenn A, wahr, dann A4, wahr
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Vollstandige Induktion — Beweisstruktur ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir jedes n € N eine Aussage A,

a zeige
- Induktionsanfang:
Ay ist wahr und

es sei n € Ny beliebig;
zeige: wenn A, wahr, dann A, wahr
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Vollstandige Induktion — Beweisstruktur ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir jedes n € N eine Aussage A,

a zeige
- Induktionsanfang;:
Ay ist wahr und
— Induktionsschritt:
es sei n € Ny beliebig;
zeige: wenn A, wahr, dann A, wahr
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Vollstandige Induktion — Beweisstruktur

u fiir jedes n € N eine Aussage A,

a zeige
- Induktionsanfang;:
Ay ist wahr und
— Induktionsschritt:
es sei n € Ny beliebig;
zeige: wenn A, wahr, dann A, wahr
A, heifdt Induktionsvoraussetzung
Ans1 heifit Induktionsbehauptung

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

10/24



Vollstandige Induktion — Beweis des Lemmas Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m essei w € A* ein beliebiges Wort
Idee:
w es sei M C Ny die Menge aller n € Ny mit |w"| = n|w|
u zeige: M = Nj
a A, ist die Aussage |w"| = n|w|
w Induktionsanfang n = 0: Zu zeigen: |[w°| = 0 - |w|.

o = ¢ nach Defintion von w°

=0=0"|w|.

|w
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Vollstandige Induktion — Beweis des Lemmas

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

m essei w € A* ein beliebiges Wort
Idee:
w es sei M C Ny die Menge aller n € Ny mit |w"| = n|w|
u zeige: M = Nj
a A, ist die Aussage |w"| = n|w|
w Induktionsanfang n = 0: Zu zeigen: |[w°| = 0 - |w|.

o = ¢ nach Defintion von w°

=0=0"|w|.

|w

a Induktionsschrittn — n+1:
w Zeige: fur jedes n gilt:
wenn |w?| = n|w|, dann |[w*| = (n +1)|w|.
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Vollstandige Induktion — Beweis des Lemmas

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

Induktionsschritt

w es sei n € Ny beliebig

w zeige: wenn A, wahr, dann A, wahr
® Induktionsvoraussetzung: A, ist wahr, also [w"| = n|w]|.
m zu zeigen: Apy ist wahr, also |[w™| = (n+1)|w|.

n+1| — |Wn WI

|w
= W™+ |wl
= n|w| + |w| nach Induktionsvoraussetzung

= (n+D)lw]
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Vollstandige Induktion als Schlussregel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
vgl. Kapitel 5

(Aussagenlogik) Ao furallen € Ny : A, = Apn

firallen e Ny : A,
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Vollstandige Induktion als Schlussregel ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
vgl. Kapitel 5

(Aussagenlogik) Ao Vn € No: Ap = Ann

VnENO: ﬂn
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Vollstandige Induktion als Schlussregel ﬂ(IT

vgl. Kapitel 5 \
(Aussagenlogik) Ao Vn € No: Ap = Ann
Vn € NO : ﬂn

Textuelles Schema:

Zu zeigen ist: Fiir alle n € Ng gilt A,,.
A Beweis durch vollstindige Induktion.

1. Induktionsanfang: Zu zeigen: A fiirn = 0.

<Hier kommt der Beweis fiir Ay, >

2. Induktionsschritt: Zu zeigen: Aus ‘A, folgt Ay (oder kurzn ~ n+1)
Induktionsvoraussetzung (IV): Ay,
Induktionsbehauptung (IB): A1

<Hier kommt der Beweis fiir A, 11, in dem IV benutzt werden darf.>
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Varianten vollstandiger Induktion
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Vollstandige Induktion: Varianten Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Folgende Varianten passen alle in das Originalschema:

» Induktionsanfang an ,anderer” Stelle, z. B.
fur jedesn > 1: A,
w Induktionsanfang: zeige A;
u Induktionsschritt: zeige, dass fir jedes n € N, gilt:
wenn A, wahr, dann auch A,

u im Induktionsschritt Benutzung nicht nur von A,

sondern auch ,mehrerer friherer” Aussagen

w z.B. A, (falls n grof3 genug!)

w z. B. alle Aussagen Ay, Ay, ..., A, sog. starke Induktion
= manchmal ,mehrere Induktionsanfange®, z. B.

u Induktionsanfang: zeige Ay, A; und A, sind wahr
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Verallgemeinerung vollstandiger Induktion — ﬂ(IT
mit Ruckgriff auf viele frithere Formeln

m gegeben: fiir jedes n € Ny sei B,, eine Aussage
a wollen beweisen: fiir jedes n € Ny ist B,, wahr

a Problem: manchmal ist der Induktionsschritt
B, — By »zu schwer®, klappt nicht®
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Verallgemeinerung vollstandiger Induktion — ﬂ(IT
mit Ruckgriff auf viele frithere Formeln

m gegeben: fiir jedes n € Ny sei B,, eine Aussage
a wollen beweisen: fiir jedes n € Ny ist B,, wahr

a Problem: manchmal ist der Induktionsschritt
B, — By »zu schwer®, klappt nicht®

® Ausweg: andere Aussagen ,mit mehr expliziter Information in IV*
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Verallgemeinerung vollstandiger Induktion — ﬂ(IT
mit Rickgriff auf viele frithere Formeln

gegeben: fir jedes n € Ny sei B, eine Aussage
a wollen beweisen: fiir jedes n € Ny ist B,, wahr

a Problem: manchmal ist der Induktionsschritt
B, — By »zu schwer®, klappt nicht®

® Ausweg: andere Aussagen ,mit mehr expliziter Information in IV*
Ao = Bo a definiere Aussagen A, so:
A= By A By LFur jedes i € Ng mit i < n ist 8; wahr.”

Ay =By ABi A By

ﬂn+1 = ﬂn A Bn+1
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Verallgemeinerung vollstandiger Induktion — A“(IT

mit Rickgriff auf viele frithere Formeln

m gegeben: fiir jedes n € Ny sei B,, eine Aussage
a wollen beweisen: fiir jedes n € Ny ist B,, wahr

a Problem: manchmal ist der Induktionsschritt
B, — By »zu schwer®, klappt nicht®

® Ausweg: andere Aussagen ,mit mehr expliziter Information in IV*

Ay = By a definiere Aussagen A, so:
A= By A By LFur jedes i € Ng mit i < n ist 8; wahr.”
Az = By ABi A Bz m beweise: fur jedes n € Ny ist A, wahr

w das reicht: aus A, folgt B,
3 8 m das ist nicht starker, denn
Ans1 = An A Brn wenn alle 8,, wahr sind, dann auch alle A,,.
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Eine Verallgemeinerung vollstandiger Induktion A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w fir n € Ny Aussagen 8B, und
Ay LFiir jedes i € Ng mit i < nist B; wahr

» Induktionsbeweis fiir ,Fir jedes n € Ny ist A, wahr.”
Induktionsanfang n = 0: miissen zeigen:
Ay ist wahr, also: B ist wahr.
Induktionsschritt n ~» n +1: es sei n € Ny und die
Induktionsvoraussetzung
An, also fiir jedes i € Ng mit i < n gilt B; ist wahr
zeige: Apy1, also fur jedes i € Ng mit i < n+1gilt 8;“ ist wahr
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Eine Verallgemeinerung vollstandiger Induktion A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Induktionsschritt n ~» n+ 1 im Detail
u Induktionsvoraussetzung (IV):
A, ist wahr, also ,Fir jedes i € Ny mit i < n gilt 8;
m zu zeigen: Apy ist wahr, also ,Fir jedes i € Ng miti < n+1gilt 8;°

a A+ kann man so ausdriicken:
SFir jedes i € Ng mit i < n gilt B; und es gilt 8,41

zwei Dinge zu zeigen:

- ,Fiir jedes i € Ng mit i < n gilt 8,
- Bu
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Eine Verallgemeinerung vollstandiger Induktion A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Induktionsschritt n ~» n+ 1 im Detail
u Induktionsvoraussetzung (IV):
A, ist wahr, also ,Fir jedes i € Ny mit i < n gilt 8;
m zu zeigen: Apy ist wahr, also ,Fir jedes i € Ng miti < n+1gilt 8;°

a A+ kann man so ausdriicken:
SFir jedes i € Ng mit i < n gilt B; und es gilt 8,41

zwei Dinge zu zeigen:

- ,Fur jedes i € Ng mit i < n gilt B;: geschenkt, gilt nach IV
- Bu
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Eine Verallgemeinerung vollstandiger Induktion A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Induktionsschritt n ~» n+ 1 im Detail
u Induktionsvoraussetzung (IV):
A, ist wahr, also ,Fir jedes i € Ny mit i < n gilt 8;

m zu zeigen: Apy ist wahr, also ,Fir jedes i € Ng miti < n+1gilt 8;°

a A+ kann man so ausdriicken:
SFir jedes i € Ng mit i < n gilt B; und es gilt 8,41

zwei Dinge zu zeigen:
- ,Fur jedes i € Ng mit i < n gilt B;: geschenkt, gilt nach IV
- B4 Arbeit, aber man darf die 1V benutzen:
JFiir jedesi € Ny miti < n gilt 8;."
salopp: man darf By, By, ... ., B, benutzen (nicht nur B, alleine)
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2"*? teilt 32" — 1.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)

» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt g2
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT
» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.
w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.
u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)

» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt g2

on+l

3 _1=32 1= (38?2 -1
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT
» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2"*? teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" g,

=322 1= (322
=3 -1)B"+1) daad®-b*=(a-b)(a+Db)
N——_— e N——
fi £

3
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT
» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2"*? teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" _q

=322 1= (322
=3 -1)B"+1) daad®-b*=(a-b)(a+Db)
N——_— e N——
fi £

3

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2"*2 Teiler von f;. Auflerdem gilt 2|f;, da f;
gerade.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik ﬂ(IT
» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2"*? teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" _q

=322 1= (322
=3 -1)B"+1) daad®-b*=(a-b)(a+Db)
N——_— e N——
fi £

3

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2"*2 Teiler von f;. Auflerdem gilt 2|f;, da f;
gerade. Daraus folgt f; = 2"2 . 4, und fo =2 - uy fiir passende uy, uy € N.
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Vollstandige Induktion — Ein Beispiel aus der Arithmetik \“(IT
. fiir Technologie
» Sei n € N, beliebig. Zeige: 2"*2 ist ein Teiler von 3%" — 1.
A, ist hier also die Aussage 2™*? | 32" — 1.

w Induktionsanfang (n=1): Wir zeigen, dass A; gilt, dass also 21*? | 32 1.
Dies gilt offensichtlich, da 8 Teiler von 8.

u Induktionsschritt n — n + 1: (falls A, gilt, so auch A1)
» Induktionsvoraussetzung (1.V.): A, ist wahr, d.h. 2"*? teilt 32" — 1.
w Zu zeigen: Ay, ist wahr, d.h. 2" teilt 32" _q

=322 1= (322
=3 -1)B"+1) daad®-b*=(a-b)(a+Db)
N——_— e N——
fi £

3

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2"*2 Teiler von f;. Auflerdem gilt 2|f;, da f;
gerade. Daraus folgt f; = 2"2 . 4, und fo =2 - uy fiir passende uy, up € N.
Insgesamt also 32" —1= f; - fo = 2"2 . 2. u; - uy, also 23 | 32" — 1,

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 19/24



Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Induktive Definitionen
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Funktionen ,mit sich selbst definieren ﬂ(IT
Sind diese (teilweisen) Definition sinnvoll? I
w Fur fi:Ng = Ngsei fi(n+1)=2- fi(n) firn >0
w Fur > : Ng — Ny sei fo(n) = fo(n) furn >0

w Fiir f3 : Ng — Ny sei fz(n) = fz(n) +1fiirn > 0.
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Funktionen ,mit sich selbst definieren® ﬂ(IT

Sind diese (teilweisen) Definition sinnvoll? I
w Fur fi:Ng = Ngsei fi(n+1)=2- fi(n) firn >0

w Fur > : Ng — Ny sei fo(n) = fo(n) furn >0

w Fir f3: Ng — Ny sei f3(n) = f3(n) +1furn > 0.

Eine Definition von f, die selbst f benutzt, kann

m genau eine Funktion (f;, wenn man noch f(0) = 1 setzt z.B.),
m uneindeutig mehr als eine Funktion (f2), oder

m gar keine Funktion

beschreiben. Frage: Wann ist denn Eindeutigkeit gegeben?
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Induktive Funktionsdefinitionen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: Induktive Definition tiber Ny
Sei K eine Menge und f : Ng — K eine Funktion. Sei ferner T € K und
G:K—>K.

Wenn fir f

m der Startwert £(0) =T und
u die Berechnungsvorschrift f(n+1) = G(f(n)) fir den Nachfolger

gegeben sind, so wird damit f eindeutig definiert.

Dieser Satz nutzt wieder das Peano-Axiom
(0 e Mundfiralleni(neM = n+1e M) = M=N,

auf dem vollst. Induktion beruht, und macht aus der Beweistechnik eine Definitionstechnik.
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition:

fur jedesn € Ng : w™! =w" .

I
3
3
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Definition:

pot,,(0) =¢
fur jedes n € Ng : pot,,(n+1) = pot,,(n) - w
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Im Allgemeinen Definition:

f0) =T potw(0) =¢
Startwert T firn =10 fur jedes n € Ng : pot,,(n+1) = pot,,(n) - w

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Im Allgemeinen Definition:

f0) =T W=
Startwert T firn =0 furjedesne Ny : w"™ =w" - w

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Im Allgemeinen

f0)=T

Startwert T flirn =0

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fiir Technologie
Definition:
0
w' =¢

fir jedesn € Ng: w™ =w" - w

Nach Satz der letzten Folie: Dies ist eine eindeutig festgelegte Funk-
tion.

Weitere Beispiele:
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Im Allgemeinen

f0)=T

Startwert T flirn =0

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny
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Karlsruher Institut fiir Technologie
Definition:
0
w' =¢

fir jedesn € Ng: w™ =w" - w

Nach Satz der letzten Folie: Dies ist eine eindeutig festgelegte Funk-
tion.

Weitere Beispiele:

o My = Varar, My = Ver(M,) UM,
(Syntax der Aussagenlogik, s. Kapitel 5)
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern ﬂ(IT

Im Allgemeinen

f0)=T

Startwert T flirn =0

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fir Technologie

Definition:

fir jedesn € Ng: w™ =w" - w

Nach Satz der letzten Folie: Dies ist eine eindeutig festgelegte Funk-
tion.

Weitere Beispiele:
o My = Varar, My = Ver(M,) UM,
(Syntax der Aussagenlogik, s. Kapitel 5)

w plus,(0) =m, plusy(n+ 1) = plusy,(n) + 1
(Addition plus,,(n) = n + m auf natiirlichen Zahlen)
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern A“(IT

Im Allgemeinen

f0)=T

Startwert T flirn =0

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny
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Karlsruher Institut fur Technologie

Definition:

fir jedesn € Ng: w™ =w" - w

Nach Satz der letzten Folie: Dies ist eine eindeutig festgelegte Funk-
tion.

Weitere Beispiele:

o My = Varay, My = Ver(My,) UM,
(Syntax der Aussagenlogik, s. Kapitel 5)

w plus,(0) =m, plusy(n+ 1) = plusy,(n) + 1
(Addition plus,,(n) = n + m auf natiirlichen Zahlen)

a mult,(0) =0, mult,(n+ 1) = mult,(n) + m
(Multiplikation mult,,(n) = n - m auf natiirlichen Zahlen)
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Beispiel — noch mal Potenzen von Wortern A“(IT

Im Allgemeinen

f0)=T

Startwert T flirn =0

f(n+1) =G(f(n))
Berechnungsvorschrift G
tiber dem Vorganger

Induktive
Definition auf Ny

(Dies sind auch
Peano-Axiome)
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Karlsruher Institut fur Technologie

Definition:

fir jedesn € Ng: w™ =w" - w

Nach Satz der letzten Folie: Dies ist eine eindeutig festgelegte Funk-
tion.

Weitere Beispiele:

o My = Varay, My = Ver(My,) UM,
(Syntax der Aussagenlogik, s. Kapitel 5)

w plus,(0) =m, plusy(n+ 1) = plusy,(n) + 1
(Addition plus,,(n) = n + m auf natiirlichen Zahlen)

a mult,(0) =0, mult,(n+ 1) = mult,(n) + m
(Multiplikation mult,,(n) = n - m auf natiirlichen Zahlen)
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Was ist wichtig ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Das sollten Sie mitnehmen:
w vollstindige Induktion

®m Methode, um etwas fiir alle n € Ny“ zu beweisen
@ Varianten, insbesondere ,starke Induktion®

a induktive Definitionen

Das sollten Sie tiben:

u vollstandige Induktionen
» induktive Definitionen

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 24/24



	Vollständige Induktion
	Varianten vollständiger Induktion
	Induktive Definitionen

