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Themen dieses Kapitels

Als erstes geht es um die
Interpretation von Wortern als Zahlen

und die
Darstellung von Zahlen als Worter auf unterschiedliche Weisen.

Nach einem kurzen Einschub zu
Notationen von Funktionen beschéftigen wir uns mit
Ubersetzungen: Abbildungen, die die Bedeutung erhalten.
Huffman-Codierung ist eine Ubersetzung, die umgekehrt werden kann
und auch benutzt wird, um (manche) Worter

ohne Informationsverlust zu komprimieren.

Zahldarstellung auch fir negative Zahlen betrachten wir im letzten Abschnitt
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von Wortern zu Zahlen und zuriick
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von Wortern zu Zahlen und zuriick
Dezimaldarstellung von Zahlen
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

X 0 1 2 8 9
numyo(x) null eins zwei --- acht neun
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

9
numlg(x) 0 1 9
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],

*
Num10 : ZlO — N()
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],
Num10 : ZI*O — N()

w  Numyo(xg—1 - x1X0)
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],
Num10 : ZI*O — N()

w  Numjyo(xg—1- - x1X0)
= 1051 numyg(xp_q) + - - - + 10" - numyg(37) + 10° - numyg(x0)
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],
Num10 : ZI*O — N()
w  Numjyo(xg—1- - x1X0)

= 1051 numyg(xp_q) + - - - + 10" - numyg(37) + 10° - numyg(x0)
=10 (1072 - numyg(xk—1) + - - - +10° - numyg(x1)) + numyp(xo)
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],
Num10 : ZI*O — N()
w  Numjyo(xg—1- - x1X0)
= 1051 numyg(xp_q) + - - - + 10" - numyg(37) + 10° - numyg(x0)

=10 (10"‘2 - numyg(x—1) + - -+ +10° - numyo (1)) + numyo (o)
10-251+3=2513 =10 - Numyo(xg—1 - - x1) + numyg (xo)
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Dezimaldarstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ziffern des Alphabetes Z;y = {0, ..., 9}.

m Bedeutung einzelner Ziffer x als Zahl numyo(x):

Syntax
T 01 2 3 45 6 7 8
2 3 4 5 6 7 8

Semantik —— numyo(x) 0 1

9
9

u Bedeutung einer Ziffernfolge xx_ -+ xo € Z],
Num10 : ZI*O — NO

. Numyy(e) = 0
10-251+3=2513  Vw € Z, Vx € Zjp : Numyg(wx) =10 - Numyg(w) + numy(x)
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Induktive Definitionen — ,iiber die Wortlange® ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Abbildungen z.B. der Form f: A* - M

u definiere induktiv fiir jede Wortlange n € N,
w f(o) fir jedesv € A"

a ,Definitionsanfang®: Wortlange n = 0

u definiere f(¢)

w ,Definitionsschritt™: fiir jede Wortlange n von n nach n+1
u fiir jedes v € A™! definiere f(v)
® und benutze dabei schon f(w) fir w € A"
w jedes v € A" ist von der Form wx (bzw. xw)
firwe Aundx € A
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von Wortern zu Zahlen und zuriick

Andere Zahldarstellungen
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Gottfried Wilhelm Leibniz: zwei Ziffern reichen aus!

Pour ' Addition

par exemple. 2

Pour I3 Sou.
Srattion.

Pour la Afal-
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Mattias Ulbrich

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Gottfried Wilhelm Leibniz

m geboren 1. Juli 1646 in Leipzig

gestorben am 14. November 1716 in

Hannover

a baute erste Maschine, die zwei
Zahlen multiplizieren konnte

a Beobachtung

® mit nur zwei Ziffern O und 1
kann man

u alle nichtnegativen ganzen Zahlen
darstellen und verniinftig rechnen

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

8/87


http://commons.wikimedia.org/wiki/Image:Leibniz_binary_system_1703.png

Binardarstellung von Zahlen —

Stellenwertsystem zur Basis 2

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Ziffernmenge Z; = {0, 1}

a definiere: num,(0) = 0 und num,(1) = 1und

Ywe Z, Vx € Zy :

a Num;(1101) =2-
=2.
=2.
=2.
=2.

Numy(e) =0
Numy(wx) = 2 - Numy(w) + nums(x)
Num;(110) +1
(2-Numy(11) +0) +1
(2-(2-Numy(1)+1)+0) +1
(2-(2-(2-Numa(e)+1)+1)+0) +1
2-(2-(2-0+1)+1)+0)+1

=23 1+22.1+2'-0+2°-1=13

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

9/87



Binardarstellung von Zahlen —

Stellenwertsystem zur Basis 2

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

» Ziffernmenge Z; = {0, 1}

a definiere: num,(0) = 0 und num,(1) = 1und

Ywe Z, Vx € Zy :

a Num;(1101) =2-
=2.
=2.
=2.
=2.

Numy(e) =0
Numy(wx) = 2 - Numy(w) + nums(x)
Num;(110) +1
(2-Numy(11) +0) +1
(2-(2-Numy(1)+1)+0) +1
(2-(2-(2-Numa(e)+1)+1)+0) +1
2-(2-(2-0+1)+1)+0)+1

=23 1+22.1+2'-0+2%-1=13
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Binardarstellung von Zahlen —

Stellenwertsystem zur Basis 2

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

» Ziffernmenge Z; = {0, 1}

a definiere: num,(0) = 0 und num,(1) = 1und

Ywe Z, Vx € Zy :

a Num;(1101) =2-
=2.
=2.
=2.
=2.

Numy(e) =0
Numy(wx) = 2 - Numy(w) + nums(x)
Num;(110) +1
(2-Numy(11) +0) +1
(2-(2-Numy(1)+1)+0) +1
(2-(2-(2-Numa(e)+1)+1)+0) +1
2-(2-(2-0+1)+1)+0)+1

=22 1+221+2"-0+2°-1=13
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Hexadezimaldarstellung oder Sedezimaldarstellung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Ziffern Zis = {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D, E, F}.

x 01 2 3 4 5 6 7
numg(x) 0 1 2 3 4 5 6 7
x 8 9 A B C D E F
numg(x) 8 9 10 11 12 13 14 15

® Zuordnung von Woértern zu Zahlen gegeben durch

Numyg(e) =0

VYw € Zi Vx € Zig : Numyg(wx) =16 - Numyg(w) + numye (x)

® Numi(204) =2-16%+0-16' +10 - 16° = 522
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Hexadezimaldarstellung oder Sedezimaldarstellung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Ziffern Zis = {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D, E, F}.

x 01 2 3 4 5 6 7
numg(x) 0 1 2 3 4 5 6 7
x 8 9 A B C D E F
numg(x) 8 9 10 11 12 13 14 15

® Zuordnung von Woértern zu Zahlen gegeben durch

Numyg(e) =0

VYw € Zi Vx € Zig : Numyg(wx) =16 - Numyg(w) + numye (x)

® Numi(204) =2-16% 40 -16' + 10 - 16° = 522
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Hexadezimaldarstellung oder Sedezimaldarstellung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Ziffern Zis = {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C,D, E, F}.

x 01 2 3 4 5 6 7
numg(x) 0 1 2 3 4 5 6 7
x 8 9 A B C D E F
numg(x) 8 9 10 11 12 13 14 15

® Zuordnung von Woértern zu Zahlen gegeben durch

Numyg(e) =0

VYw € Zi Vx € Zig : Numyg(wx) =16 - Numyg(w) + numye (x)

® Numi(204) =2-16%+0-16' +10 - 16" = 522
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Ein kleines Problem &‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u die Alphabete Z;, Z3, usw. sind nicht disjunkt

u Darstellungen mehrdeutig
Num,(111) die Zahl sieben
Numg(111)  die Zahl dreiundsiebzig
Numy(111) die Zahl einhundertelf
Numy(111) die Zahl zweihundertdreiundsiebzig

® in manchen Programmiersprachen

w Prafix Ob fir Darstellungen zur Basis 2
m Prafix Oo fiir Darstellungen zur Basis 8
u Prafix Ox fir Darstellungen zur Basis 16

Achtung m in Java, C und... ist das anders:
w Zahldarstellungen mit fiihrender O sind immer oktal
m 012 bedeutet die Zahl zehn  und z. B. 089 ist illegal!
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von Wortern zu Zahlen und zuriick

Von Zahlen zu ihren Darstellungen
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Noch offene Frage: Ist jede Zahl darstellbar? Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u eben: zu jedem Wort dargestellte Zahl definierbar
(und ,,berechenbar®)

® nun: zu jeder Zahl eine Darstellung definierbar
(und ,berechenbar®)
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k-are Darstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Esseik € Ng mit k > 2.

u Alphabet Z; mit k Ziffern

® Bedeutung: die Zahlen in Z;.
w fir i € Z sei repr, (i) das entsprechende Zeichen
m repr, ist also gerade die Umkehrfunktion zu numg

w gesehen Numg: Z; — Ny

gesucht Repr;.: Ng — Z;
= Représentation von n € Ny als w € Z; mit Numy(w) = n
u fiir die naheliegende Definition von Numg

a Redeweisen

w bindre Darstellung falls k = 2
u terndre Darstellung falls k = 3
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k-are Darstellung von Zahlen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Esseik € Ng mit k > 2.

u Alphabet Z; mit k Ziffern

® Bedeutung: die Zahlen in Z;.
w fir i € Z sei repr, (i) das entsprechende Zeichen
m repr, ist also gerade die Umkehrfunktion zu num

w gesehen Numg: Z; — Ny

gesucht Repr;.: Ng — Z;

= Représentation von n € Ny als w € Z; mit Numy(w) = n
u fiir die naheliegende Definition von Numg

m Redeweisen

Definition auf w bindre Darstellung falls k = 2
ubernichster Folie w terndre Darstellung falls k = 3
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Division mit Rest: Operationen div und mod Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m esseix € Noundy € Ny

w xdivye N,
a Ergebnis der ganzzahligen Division von x durch y
®a xmodye Ny

® Rest der ganzzahligen Division von x durch y
m0<xmody<y

u fir jedes x € Ny und jedes y € N, gilt
x=y- (xdivy)+ (x mod y)

u Beispiele
m6div2=3 und 6mod2=0
m7div2=3 und 7mod2=1
m8div2a2=4 und 8mod2=0
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Division mit Rest: Operationen div und mod

Beispiele

GBI — Grundbegriffe der Informatik

x divy € Ny

x mod y € N

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ergebnis der ganzzahligen Division

Rest der ganzzahligen Division

m0<xmody<y

fiur jedes x € N

2513 div10 =2
251div10 =25
25div10 =2
2div10=0

o und jedes y € N, gilt

x=y- (xdivy)+ (x mod y)

51 und 2513 mod 10 =3
und 251mod 10 =1
und 25mod 10 =5
und 2mod10 =2

Mattias Ulbrich
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k-are Darstellung von Zahlen (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Esseik € Ngund k > 2.

Repr,: Ng — Z;

repry.(n) fallsn < k
H
Repri(ndiv k) -reprp(n mod k) fallsn >k

a kann man auch so schreiben

repr.(n mod k) fallsn <k
n
Repry(ndiv k) -repri(nmod k) fallsn > k

m Ist das eine Definition?
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Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (1) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
» Repr,: Ng — Z;

_ repr;.(n) fallsn < k
Repry(n div k) - repr.(n mod k) fallsn > k

w Behauptung: Fiir jedes n € N ist Repr,(n) definiert.
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Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (1) Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Repr;: No — Z;

_ repr;.(n) fallsn < k
Repry(n div k) - repr.(n mod k) fallsn > k

Behauptung: Fiir jedes n € Ny ist Reprj.(n) definiert.

Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
Fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Repry(n) definiert.

m Beweis durch vollstandige Induktion
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Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

repry.(n) fallsn < k

R =
a eprk(n) {Reprk(” div k) . reprk(n mod k) fallsn > k

w Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
Fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Repry(n) definiert.
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Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

repry.(n) fallsn < k

R =
a eprk(n) {Reprk(” div k) . reprk(n mod k) fallsn > k

w Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
A Fiir jedes n € Np mit n < k™ ist Repry(n) definiert.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 19/87



Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

repry.(n) fallsn < k
w Repri(n) = .
Repri(ndiv k) -repri(nmod k) fallsn > k
w Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
A Fiir jedes n € Np mit n < k™ ist Repry(n) definiert.
w Ind.anfang:m =1, alson < k: v

w Ind.Schritt: sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest

w es gelte IV: fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Repr;.(n) definiert.
w zeige IB: fiir jedes n € Ny mit n < k™! ist Repry.(n) definiert.
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Die Definition von Repr, ist sinnvoll. (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

repry.(n) fallsn < k
Repri(ndiv k) -repri(nmod k) fallsn > k

Repr(n) = {

Behauptung: Fiir jedes m € N, gilt:
A Fiir jedes n € Np mit n < k™ ist Repry(n) definiert.

Ind.anfang: m =1, alson < k: vV

w Ind.Schritt: sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest
w es gelte IV: fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Repr;.(n) definiert.
w zeige IB: fiir jedes n € Ny mit n < k™! ist Repry.(n) definiert.

w falls sogar n < k™: v wegen IV
w falls k™ < n < k™ dann n div k < k™, also
nach IV Repr, (n div k) definiert, also auch Repr,(n)
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Numy ist linksinvers zu Repr, (1) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Lemma w Numg(Repri(n)) =n

a Beweis: dhnliche vollstandige Induktion wie eben

u ,umgekehrt® im allgemeinen Repr, (Numg(w)) # w
weil ,uberfliissige” fihrende Nullen wegfallen.
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Numy ist linksinvers zu Repr, (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma w Numg(Repri(n)) =n

a Beweis: dhnliche vollstandige Induktion wie eben

u ,umgekehrt® im allgemeinen Repr, (Numg(w)) # w
weil ,uberfliissige” fihrende Nullen wegfallen.

a Das Wort linksinvers wird gleich noch erklart
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Numy ist linksinvers zu Repry (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.
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Numy ist linksinvers zu Repry (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.

Beweis w /A:m = 1:fiir jedes n € Ny mit n < k: v/

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 21/87



Numy ist linksinvers zu Repry (2) A“(IT

Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.

Beweis w /A:m = 1:fiir jedes n € Ny mit n < k: v/
w /S:m~» m+1:es sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest

es gelte /V:fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Numg(Repr,(n)) = n

zeige IB:fiir jedes n € Ng mit n < k™! ist Numg (Repr(n)) = n.
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Numy ist linksinvers zu Repry (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.

Beweis w /A:m = 1:fiir jedes n € Ny mit n < k: v/

w /S:m~» m+1:es sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest
es gelte /V:fiir jedes n € Ng mit n < k™ ist Numg(Repr,(n)) = n
zeige IB:fiir jedes n € Ng mit n < k™! ist Numg (Repr(n)) = n.
u falls sogar n < k™: v wegen IV
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Numy ist linksinvers zu Repr; (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.
Beweis w /A:m = 1:fiir jedes n € Ny mit n < k: v/

w /S:m~» m+1:es sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest
w es gelte /V:fir jedes n € Ny mit n < k™ ist Numg(Repr,(n)) = n
w zeige /B:fiir jedes n € Ng mit n < k™! ist Numg(Repr(n)) = n.

u falls sogar n < k™: v wegen IV
a falls k™ < n < k™% dann n div k < k™, also
nach IV Numg (Repr,(n div k)) = n div k,
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Numy ist linksinvers zu Repr; (2) &‘(IT
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Lemma u Fiir jedes n € Ny ist Numg(Repr,(n)) = n bzw.
Fiir jedes m € N, gilt: Vn € Ng mit n < k™ ist Numg (Repr,(n)) = n.
Beweis w /A:m = 1:fiir jedes n € Ny mit n < k: v/

w /S:m~» m+1:es sei m € N, beliebig aber nachfolgend fest
w es gelte /V:fir jedes n € Ny mit n < k™ ist Numg(Repr,(n)) = n
w zeige /B:fiir jedes n € Ng mit n < k™! ist Numg(Repr(n)) = n.
u falls sogar n < k™: v wegen IV
a falls k™ < n < k™% dann n div k < k™, also
nach IV Numg (Repr,(n div k)) = n div k, also auch
Numg (Repri(n)) = Numg(Repry (k(n div k) + (n mod k)))
= Numg (Repr(n div k) - repr,.(n mod k))
=k - Numg(Repry(n div k)) + numg (repr,.(n mod k))
nach 1V =k(ndivk)+(nmodk)=n
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Mathe-Notation vs. Informatik-Notation ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® In der Mathematik (und theo. Informatik) wird ,modulo®
Ublicherweise anders notiert

= “Der ganzzahlige Rest von 42 beim Teilen durch 18 ist 6.
w Informatik: 42 mod 18 = 6
a Mathematik: 42 = 6 (mod 18)

® In der Mathematik gilt auch 42 = 24 (mod 18),
in der Informatik gilt 42 mod 18 = 24 nicht.
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Das ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
® Umwandlungen zwischen Zahlen und Woértern
a Induktion ist ein ,scharfes Schwert® fiir Definitionen und Beweise
u schon Leibniz kannte die Binardarstellung

m Das sollten Sie tiben:
u selbe Zahlen verschieden reprasentieren
u Definitionen auch in Randfillen ausprobieren
m starke Induktion (aber das hatten wir ja schon ...)
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Notationen fur Funktionen
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Komposition von Funktionen

-

~

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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Karlsruher Institut fur Technologie

a fiir Mengen A, B und C und
Funktionen f: A—> Bundg: B— C

wmgofiA—Ciar g(f(a))
u Reihenfolge beachten bei g o f!

a Funktionskomposition ist assoziativ:
furf: A— B,g: B— C,h: C — D ist
ho(gof)=(hog)of

a Funktionskomposition nicht kommutativ:

z.B.fiir f: Ng = Np:n—>n?undg: Ng > Np:n>n+tl:

g(f(3)) =32 +1=10aber f(g(3)) = (3+1)> =16

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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I[dentitat — die neutralen Elemente bzgl. Komposition ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fiir Menge M heif3t
MM —>M:x— x
identische Funktion auf M

w fiir jede Funktion f: A — B gilt:

lpof=f und fola=f
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Umkehrfunktion A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

wseinun f: A—> Bundg: B— A
dann sowohlgo f: A — Aalsauch fog:B— Bdefiniert

w g Umkehrfunktion zu f oder inverse Funktion
falls sowohlg o f =14 als auch fog =g

w auch geschrieben g = 1

a dann auch f Umkehrfunktion zu g
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Links- und Rechtsinverse Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

wmseif:A—>Bundg:B— A
w g Linksinverse zu f
fallsgo f =14
w g Rechtsinverse zu f falls f o g = Ip
Man kann beweisen:
® f hat genau dann eine Linksinverse, wenn f injektiv ist.
» f hat genau dann eine Rechtsinverse, wenn f surjektiv ist.

® Wenn f eine Links- und eine Rechtsinverse besitzt,
dann sind sie gleich.

m Also hat ein f hochstens eine Umkehrfunktion.

w f hat genau dann eine Umkehrfunktion, wenn f bijektiv ist.
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von einem Alphabet zum anderen
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von einem Alphabet zum anderen
Ubersetzung von Zahldarstellungen

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 30/87



Von Hexadezimal- zu Binardarstellung

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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w betrachte Transys: Zj, — Z; mit

Transz 16 = Repr, o Numyg, also
fir jedes w € Zys: Transy16(w) = Repr,(Numyg(w))

u Beispiel
Transy 16 (A3) = Repr,(Numys(A3))
= Repr,(163) = 10100011
m wesentlicher Punkt:

® A3 und 10100011 haben die gleiche Bedeutung
namlich die Zahl einhundertdreiundsechzig

= So etwas wollen wir eine Ubersetzung nennen.

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Von Hexadezimal- zu Binardarstellung

, Transzge
—_—
16 2

Numjyg ° Repr,

No
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Karlsruher Institut fur Technologie

w betrachte Transys: Zj, — Z; mit

Transz 16 = Repr, o Numyg, also
fir jedes w € Zys: Transy16(w) = Repr,(Numyg(w))

u Beispiel
Transy 16 (A3) = Repr,(Numys(A3))
= Repr,(163) = 10100011
m wesentlicher Punkt:

® A3 und 10100011 haben die gleiche Bedeutung
namlich die Zahl einhundertdreiundsechzig

= So etwas wollen wir eine Ubersetzung nennen.
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Ubersetzungen — bedeutungserhaltende Abbildun
von Wortern auf Worter

e KIT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Worter aus Sprache Ly € A* haben meist Bedeutung.

a Sem Menge von Bedeutungen

® Zahlen
a Ausfiihrungen von Java-Programmen

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Ubersetzungen — bedeutungserhaltende Abbildungen ﬂ(IT

von Wortern auf Worter

sem\ /zmg

GBI —

A%LB

Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fur Technologie

® Worter aus Sprache Ly € A* haben meist Bedeutung.

a Sem Menge von Bedeutungen

w Zahlen
w Ausfithrungen von Java-Programmen
...

a Gegeben:

u Alphabete A und B
wm Ly CA*undLg C B*
w Abbildungen semy: Ly — Sem und semp: Lg — Sem

@ f: Ly — Lg heifie eine Ubersetzung wenn semy4 = semp o f also
Vw € Ly : semy(w) = semp(f(w))
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Trans; ;s — eine Ubersetzung Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
m Transy s = Repr, o Numyg.

w einfacher Fall: Ly = A* = Z[, und Lg = B* = Z;
und Sem = N

Bedeutungsfunktionen: semy = Numys und semp = Num;

Nachrechnen, dass Trans; ;5 eine Ubersetzung ist:

semp(f(w)) = Numz(Trans;5(w))
= Numgy(Repr,(Numys(w)))
= Numyg(w)

= semyu(w)
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Wozu Ubersetzungen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Wozu Ubersetzungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Legalitat: nur bestimmter Zeichensatz erlaubt
m Lesbarkeit: vergleiche A3 mit 10100011

m Verschliisselung: nicht verbesserte Lesbarkeit, sondern
w gar keine Lesbarkeit ... fiir Aulenstehende
u siehe Vorlesungen tiber Kryptographie
m Kompression: Ubersetzungen kénnen kiirzer sein
w und zwar ohne groferes Alphabet
u in diesem Kapitel: Huffman-Codes
u Fehlererkennung und Fehlerkorrektur:

a durch Ubersetzung Text langer so, dass
w u. U. Fehlererkennung oder gar Fehlerkorrektur méglich
u siehe Vorlesungen tiber Codierungstheorie
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Codierungen — injektive Ubersetzungen

GBI —

LA%LB
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a semu(w) = semp(f(w)) manchmal kein Problem

w Verschlisselung, manche Kompressionsverfahren
= wenn f injektiv

» von f(x) eindeutig zuriick zu x
w dann semp definierbar durch semg(f(x)) = semu4(x)

w firy € Lp \ f(La) ist semp(y) «gleichgiiltig»
a Codierung: Ubersetzung mit injektivem f
a Codewdrter: die f(w)
a Code: {f(w) | we La}

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wie spezifiziert man eine Ubersetzung? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m wenn Ly unendlich
a kann man nicht alle Moglichkeiten aufzéhlen ...

a Auswege:

® Homomorphismen
u Block-Codierungen
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Von einem Alphabet zum anderen

Homomorphismen
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Homomorphismen — ﬂ(IT
mit Konkatenation vertragliche Abbildungen

m gegeben Abbildung h : A* — B*
u fiir Alphabete A und B

® h Homomorphismus, falls fiir alle wy, w, € A* gilt:
h(wy - wa) = h(wy) - h(wy)

u Beispiel:
m es sei h Homomorphismus, h(a) = 10 und h(b) = 001
® dann h(bab) = h(ba) - h(b) = h(b) - h(a) - h(b)
=001-10-001

®a Homomorphismus e-frei, wenn fiir jedes x € A : h(x) # ¢.
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Homomorphismen lassen das leere Wort unverandert ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

®» Homomorphismus h : A* — B*,
also Ywy, wy € A*:

h(wy - wa) = h(wy) - h(ws) .

= kurze Uberlegung
a h(e) = h(ee) = h(e)h(e)
m also |h(e)| = |h(e)| + |h(e)]
m also |h(e)] =0
m also h(e) = ¢
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Homomorphismen — ﬂ(IT
die Bilder einzelner Symbole legen alles fest

Lemma u Esseien A und B Alphabete und
h:A* — B* und g : A* — B* Homomorphismen.
Wenn fir jedes x € A gilt, dass h(x) = g(x) ist,
dann gilt fur jedes w € A*, dass h(w) = g(w) ist.

Beweis » vollstandige Induktion tiber die Wortlange
w Induktionsanfang: w = ¢ (lw| = 0)
= h(e) = ¢ =g(e)
w Induktionsschritt: (Iwl=n~|w|=n+1)

Es seien w € A" und x € A beliebig, nachfolgend fest

w gelte IV: h(w) = g(w).
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Homomorphismen —

die Bilder einzelner Symbole legen alles fest (2)

m seienw € A" und x € A und
gelte IV h(w) = g(w)

m zeige IB: h(wx) = g(wx)
h(wx) = h(w)h(x)
= g(w)h(x)
= g(w)g(x)
= g(wx)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

<7

da h Homomorphismus
Induktionsvoraussetzung
Voraussetzung des Lemmas

da g Homomorphismus

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Karlsruher Institut fur Technologie
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Homomorphismen — ﬂ(IT
so legen die Bilder einzelner Symbole alles fest

w Esseien A und B Alphabete und f : A — B*.

u definiere f** : A* — B* vermoge

[flo=e
fur jedes w € A™, fur jedes x € A: f™(wx) = " (w)f(x)

Lemma m ™ ist ein Homomorphismus.

u Beweis durch vollstandige Induktion ...

a " heif3t der durch f induzierte Homomorphismus
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Ein Prafix eines Wortes ist ein Anfangsstiick

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Es sei A ein Alphabet und w € A*.

Ein Wort v € A* ist ein Prafix von w,
wenn es ein u € A" gibt so, dass vu = w ist.

Ein Wort u € A* ist ein Suffix von w,
wenn es ein v € A* gibt so, dass vu = w ist.

z.B.
Verdi ist Prafix von Verdichtung
¢ ist Prafix von Klausur

pferde ist Suffix von Blumentopferde
¢ ist Suffix von Klausur

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Karlsruher Institut fur

Technologie
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Prafixfreie Codes &‘(IT
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gegeben Homomorphismus h: A* — B*

Frage: Ist h injektiv?

» im allgemeinen nicht ganz einfach zu sehen
u einfacher Spezialfall: h ist prafixfrei, d. h.
h(0) = 100 wu fiir keine ZWfai verschied.ene Symt')ole' B
h(1) = 1010 X1, X2 € A mit x1 # x, gilt: h(x;) ist ein Prafix von h(x,).
® dquivalent: wenn h(x;) Prafix von h(xz),
h(0).=10 dann x1 = x3, also sogar h(x1) = h(x,)
h(1) = To11

gleich: prafixfreie Codes sind injektiv
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Prafixfreie Codes: Decodierung ﬂ(IT
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Problem a nicht alle w € B* sind Codewort
w d. h. hist im allgemeinen nicht surjektiv

Ausweg a damit Decodierung u trotzdem total
a definiereu : B* > (AU {L}H)™"
a wenn w € B* nicht Codewort,
dann soll in u(w) das Symbol L vorkommen: ,undefiniert*

Beispiel ®w Homomorphismus h : {a,b,c}* — {0, 1}* mit
h(a) =1, h(b) =01, h(c) =001 prafixfrei!
Vo € A" - w gesuchtu: {0,1}" — {a,b,c,L}" linksinvers zu h
u(h(v)) = v m es soll z. B. gelten:
e u(001) =c

» u(0101) = bb
= u(0)=1 etc.
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Prafixfreie Codes: Decodierung (2) ﬂ(IT
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m wir schreiben mal hin (und diskutieren das anschlielend):

h(a) =1 g, fallsw=¢
h(b) = 01 au(w’), fallsw=1w’
h(c) =001 u(w) = {bu(w’), fallsw=01w’

cu(w’), fallsw = 001w’

1, sonst
m sei w = 100101 = h(acb); dann

u(100101) = au(00101)
=acu(01)
= acbu(e)
= acb
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Prafixfreie Codes: Decodierung (3) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

g, fallsw=¢
h(a) =1 au(w’), fallsw=1w’
h(b) =01 w u(w) = {bu(w’), fallsw=01w’
h(c) =001 cu(w’), fallsw = 001w’
1, sonst

® u(100101) = au(00101) = acu(01) = acbu(e) = acb

® Warum hat das geklappt?
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Prafixfreie Codes: Decodierung (3)

h(a) =1
h(b) =01
h(c) =001

GBI — Grundbegriffe der Informatik

£,

au(w’),
u(w) = ybu(w’),
cu(w’),

J-,

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

fallsw=¢

falls w = 1w’
falls w = 01w’
falls w = 001w’

sonst

u(100101) = au(00101) = acu(01) = acbu(e) = acb

Warum hat das geklappt?

In jedem Schritt war klar,
welche Zeile der Definition von u anzuwenden war ...

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Prafixfreie Codes: Decodierung (4) A“(IT
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® Man spricht hier von Wohldefiniertheit
m Problem, wenn Funktionswert potenziell ,auf mehreren Wegen® festgelegt

a dann klar machen:

= entweder nur ein Weg ,gangbar®
u oder auf allen Wegen gleicher Funktionswert

w prdfixfreien Code kann man so decodieren:

€ fallsw =¢
u(w) ={xu(w’) fallsw=h(x)w’ fireinx € A

1 sonst

= ,so einfach® geht das nur fiir prdfixfreie Codes
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Von einem Alphabet zum anderen

Beispiel Unicode: UTF-8
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UTF-8 Codierung von Unicode — S!(IT
e i n H omomaor p h i SMus Karlsruher Institut fr Technologie

u Codierung einzelner Zeichen: kommt gleich
a Worter werden zeichenweise codiert.

u UTF-8 ist préifixfrei
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UTF-8 — Auszug aus RFC 3629 A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Char. number range
(hexadecimal)

0000 0000 - 0000 007F
0000 0080 - 0000 OTFF

0000 0800 - 0000 FFFF

0001 0000 - 0010 FFFF

GBI — Grundbegriffe der Informatik

UTF-8 octet
sequence
0XXXXXXX a Determine the number of octets required ...
110xxxx% u Prepare the high-order bits of the octets ...
10xxxxxx a Fill in the bits marked x ...
1110xxx u Start by putting the lowest-order bit of the
10xxxxxx character number in the lowest-order position
L0xxxxxx of the last octet of the sequence,
11110xxx m then...
10XXXXXX m When last octet filled in, move on to the next to
10xxxx%xX last octet, ...
10xxxxxXx
préfixfrei

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 51/87



Beispiel: UTF-8 Codierung des Integralzeichens / ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w U+222B: das Zeichen aus dem Unicode-Alphabet, dessen
Codepoint hexadezimal reprasentiert 222B ist

m UTF-8 Codierung: benutze die Zeile

Char. number range UTF-8 octet seq.

0000 0800 -0000 FFFF 1110xxxx
10xxxxxx
10xxxxxx

m 0x222B in Bits 0010 0010 0010 1011
also 0010 0010 0010 1011 =0010 001000 101011

also UTF-8 Codierung 11100010 10001000 10101011
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Das ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
u Ubersetzungen sind in verschiedenen Situationen niitzlich
® Homomorphismen

a Codes
a UTF-8

m Das sollten Sie liben:
® Homomorphismen anwenden

m Decodieren
u (vielleicht mal ein) Zeichen in UTF-8 codieren
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Huffman-Codierung
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Huffman-Codierung — ein Uberblick

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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gegeben: Alphabet A und Wort w € A*

Eigenschaften der zu w gehorigen Huffman-Codierung
eine Abbildung h : A* — {0, 1}7,

u e-freier Homomorphismus
a injektiv
® htypischerweise auf w angewendet

Bestandteil z. B. von Kompressionsverfahren gzip, bzip2

bei Huffman-Codierungen werden

w héaufigere Symbole durch kirzere Worter codiert und
w seltenere Symbole durch langere

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Huffman-Codierung
Algorithmus zur Berechnung von Huffman-Codes

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 56/87



Wie oft kommt Symbol x in Wort w vor? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

. Nx(E) =0
1+N. falls y =
Vy € A: Vw € A*: Ny (yw) = x(w) fallsy=x
Nx(w) falls y * X
Beispiel a Njz(baaba) = Nz(aaba)
=1+ Na(aba)
=2+ Na(ba)
=2+ Na(a)
=3+ Na(e)
=3
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Huffman-Codierung: der Plan A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Gegeben
a weA* und
a die Anzahlen N,(w) der Vorkommen aller x € A in w
m 0.B.d. A alle Ny(w) >0
® «0.B.d.A. » bedeutet «ohne Beschrankung der Allgemeinheit»

m Bestimmung eines Huffman-Codes in zwei Phasen
1. Konstruktion eines «Baumes»
u Blatter entsprechen den x € A, die in w vorkommen, und
= Kanten mit 0 und 1 beschriftet
2. Ablesen der Codes aus dem Baum (Pfadbeschriftungen)
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Algorithmus fir Huffman-Codes ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel: w = afebfecaffdeddccefbeff
22
YN\

9 13
O/ \1 o/ \1

4 5.e

0/ \t 0 /6\31:f

2a 2b 3¢

a Baum am Ende:

w Homomorphismus (prafixfrei!)

X a b c d e f
h(x) 000 001 100 101 01 11
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Konstruktion des Huffman-Baumes (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® zu jedem Zeitpunkt
a Menge M;
»zu betrachtender Symbolmengen mit ihren Haufigkeiten®
u ebenso grofle Menge schon konstruierter Teilbaume
a Initialisierung:
w M, ist die Menge aller {(Nx(w), {x})} fur x € A,

u Als Anfang fiir die Konstruktion des Baumes zeichnet man fiir jedes
Symbol einen Knoten mit Markierung (N, (w), {x}).

u Beispiel

Mo =A{ (2.{a}), (2,{b}), (3.{c}). (3.{d}). (5.{e}), (7.{f})}
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Konstruktion des Huffman-Baumes (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Anfang im Beispiel:

2a 2b 3,c 3d
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Konstruktion des Huffman-Baumes (3) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w lterationsschritt des Algorithmus:
m Solange M; noch mindestens zwei Elemente enthalt,
bestimme M;,; wie folgt:
» wihle zwei Paare (k;, X1) und (kz, Xz) mit kleinsten Haufigkeiten
= ersetze diese Paare durch (k; + k2, X; U X5)

My = My N A{ (k, X7), (Ko, X2) }
U{ (ki + ko, X3 UX,) }

w im Graphen
a neuer Knoten
= markiert mit Haufigkeit k; + k; und
= Kanten zu den Knoten fiir (ky, X7) und (k2, X3)
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Konstruktion des Huffman-Baumes (4) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel

Mo ={ (2,{a}), (2,{b}), (38,{c}), (3,{d}), (5.{e}), (7.{£}) }
5,e 7,f

2a 2b 3, 3d
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Konstruktion des Huffman-Baumes (4) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel

M ={(4{a1b}), 3A{c}), (3.{d}), (5{e}), (7.{£}) }
4 5e 7,f

/\

2a 2b 3, 3d

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 64/87



Konstruktion des Huffman-Baumes (5) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel

M, ={ (4,{a,b}), (6,{c,d}), (5{e}), (7.{f}) }
4 5

AT

2a 2b 3, 3d
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Konstruktion des Huffman-Baumes (6)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

u Beispiel

Ms ={ (9. {a,b,e}), (6,{c.d}), (7.{f}) }

4/9\5 6 7t
ANVAN

2a 2b 3,c 3d

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

Karlsruher Institut fur

Technologie
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Konstruktion des Huffman-Baumes (7) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel

My={ (0, (abe}), (13, {c,a.)) }
9 13
/N
4 Se 6 71
ANV

2a 2b 3,c 3d
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Konstruktion des Huffman-Baumes (8)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

u Beispiel

Karlsruher Institut fi

Ms ={(22,{a,b,c,d, e, f}) }

/\
/\ /\
. /\

2a 2b 3¢

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

ir Technologie
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Beschriftung der Kanten

/ \
O/ \1 O/ \1

5,e

O/ \1 0/6\1

2a 2b 3¢

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<7

Karlsruher Institut fir Technologie

a nach links fiihrende Kanten
mit O beschriftet

a nach rechts fiihrende Kanten
mit 1 beschriftet
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Beschriftung der Kanten

/ \
O/ \1 O/ \1

5,e

O/ \1 0/6\1

2a 2b 3¢

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<7

Karlsruher Institut fir Technologie

a nach links fiihrende Kanten
mit O beschriftet

a nach rechts fithrende Kanten
mit 1 beschriftet
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Ablesen der Codierungen

/ \
O/ \1 O/\l

4 5e

O/ \1 0/6\1

2a 2b 3¢

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<7

Karlsruher Institut fi

u gehe auf kiirzestem Weg

u von der «Wurzel» des Baumes (ganz oben)

a zu dem Blatt fiir x

a konkateniere der Reihe nach

u alle Symbole an den

u Kanten auf diesem Weg

a h(c) =100

Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

r Technologie
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Algorithmus fir Huffman-Codes ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Beispiel: w = afebfecaffdeddccefbeff
22
YN\

9 13
O/ \1 o/ \1

4 5.e

0/ \t 0 /6\31:f

2a 2b 3¢

a Baum am Ende:

w Homomorphismus (prafixfrei!)

X a b c d e f
h(x) 000 001 100 101 01 11
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Huffman-Codierung

Weiteres zu Huffman-Codes

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 72/87



Eigenschaften von Huffman-Codes Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Huffman-Code nicht eindeutig

® im allgemeinen mehrere Moglichkeiten,
welche zwei Knoten vereinigt werden
a im Baum links und rechts vertauschbar

u aber alle sind ,gleich gut®:

u Unter allen préafixfreien Codes
fuhren Huffman-Codes zu kiirzesten Codierungen
des Wortes, fiir das die Huffman-Codierung konstruiert wurde.
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Block-Codierungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Verallgemeinerung des obigen Verfahrens:

m Betrachte nicht Haufigkeiten einzelner Symbole,
w sondern fur Teilworter einer festen Lange b > 1.
m einziger Unterschied: an den Blattern des Huffman-Baumes stehen

Worter der Lange b.

m So etwas nennt man eine Block-Codierung.
w Statt fiir einzelne x € A eine Codierung festzulegen,
w legt man f(x) fiir alle Blocke x € AP fest, und
w erweitert dies zu einem Homomorphismus ** : (A%)* — B*
wie weiter vorne definiert
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Block-Codierungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Verallgemeinerung des obigen Verfahrens:

m Betrachte nicht Haufigkeiten einzelner Symbole,

w sondern fur Teilworter einer festen Lange b > 1.

m einziger Unterschied: an den Blattern des Huffman-Baumes stehen
Worter der Lange b.

m So etwas nennt man eine Block-Codierung.
w Statt fiir einzelne x € A eine Codierung festzulegen,
w legt man f(x) fiir alle Blocke x € AP fest, und
w erweitert dies zu einem Homomorphismus ** : (A%)* — B*
wie weiter vorne definiert

Beispiel ®m w = abcdabcddcbaabcddcbadcbaabeddcba und b = 4

w Blockcodierung h(abcd) = 0 und h(dcba) =1
a damit h(w) = 00101101
m besser als z.B. h’(a) = 00, ' (b) = 01, h'(c) = 10, A’ (d) = 11
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Das ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
® Huffman-Codierung liefert kiirzest mogliche préfixfreie Codes
» ,Algorithmus® zur Bestimmung des Huffman-Baumes

a Das sollten Sie tiben:
a Huffman-Codes berechnen
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zahldarstellung auch fir negative Zahlen
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Repréasentation negativer Zahlen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Erinnerung . Nump(e) =0

Yw € Z, Vx € Z : Numy(wx) = b - Nump(w) + numg(x)
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Repréasentation negativer Zahlen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Erinnerung . Nump(e) =0

Yw € Z, Vx € Z : Numy(wx) = b - Nump(w) + numg(x)

Ideen u fiir negative Zahlen (und nichtnegative!)
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Repréasentation negativer Zahlen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fiir Technologie
Erinnerung . Nump(e) =0

Yw € Z, Vx € Z : Numy(wx) = b - Nump(w) + numg(x)

Ideen u fiir negative Zahlen (und nichtnegative!)
m negative numy(x): kleines Beispiel gleich
m negatives b: hier nicht
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — ﬂ(IT

mit der Zi-l:fer « meins» Karlsruher Institut fiir Technologie
» Ziffernmenge Z = {1,0, 1}
a definierenum:Z — Z T -1
O— 0
11— 1

a definiere Num : Z* — Z «wie uiblich»:

Num(e) =0
Yw € Z* ¥x € Z : Num(wx) = 3 - Num(w) + num(x)

a dann z. B.
@ Num(17) =1-3'+(-1)-3°=2
® Num(T701) =(-1)-324+0-3'+1-3°=-8
® Num(1101) =433 -324+0+3°=19
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
acr r Institut fur Technologie

Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einf

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).

Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule»

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 79/87



Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
acr r Institut fur Technologie

Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einf

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).
Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 71

0
T O
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
acr r Institut fur Technologie

Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einf

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).

Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 7T 0
T O
1
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einfagtyms s

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).

Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 7T 0
T O
1
1
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einfagtyms s

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).
Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 0
0
1
1

~—
= O —H
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einfagtyms s

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).
Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 0
0
1
1

~—
= O —H
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Unibliche Methode fiir negative Zahlen — $(IT
Vorzeichenwechsel und Addition/Subtraktion sind ganz einfagtyms s

u definere Homomorphismus inv : Z* — Z* durch
® inv(1) =T,inv(T) = 1 und inv(0) = 0.
also z.B. inv(1701) = T10T

Behauptung u fir alle w € Z* ist Num(inv(w)) = —Num(w).

Beobachtung = die 4 Grundrechenarten funktionieren «wie in der Schule», z. B.:

1 7T 0 19
T 0 1 -8

T 0 1

o 1 1 7 11
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Rechnen in Z; (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Esseik € Ng mit k > 2.

m binare Operationen auf Z; fir alle x, y € Zj sei

Rechnen x+ry=(x+y) mod k

«modulo k» x—ry=(x—y) mod k

m Ublicherweise schreibt man + statt +; (und — statt —)
Lemma m Vx,y € Ng ist

(x+y) mod k = (x mod k) +; (y mod k) .
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Rechnen in Z; (2) — graphisch: Zahlen als Pfeile

u kreisformige Darstellung von Zy

5 0
14 2
13 3
12 4
1 5
10 6
9 ¢ 7

u Addition x +¢ y

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

a Pfeile fiir x und y ,hintereinander setzen“ (Anfang an Spitze)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich
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Rechnen in Z; (2) — graphisch: Zahlen als Pfeile

u kreisformige Darstellung von Zy

5 0 4
14 2
13 3 6+163=9
12 4
1 5
10 6
9 g 7

u Addition x +¢ y

<7

Karlsruher Institut fur

a Pfeile fiir x und y ,hintereinander setzen“ (Anfang an Spitze)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Rechnen in Z; (2) — graphisch: Zahlen als Pfeile

u kreisformige Darstellung von Zy

5 0 g
14 2
13 3
12 4
n > 4443=1
10 6
9 g 7

u Addition x +¢ y

<7

Karlsruher Institut fur

a Pfeile fiir x und y ,hintereinander setzen“ (Anfang an Spitze)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Rechnen in Z; (2) — graphisch: Zahlen als Pfeile

u kreisformige Darstellung von Zy

<7

Karlsruher Institut fur

15 0
14 2
13 3
12 4
1 > 4-7=13
10 6
vgl. Minuten in o g 7
Uhrzeiten,
u Addition x +¢ y
mod 60 a Pfeile fiir x und y ,hintereinander setzen“ (Anfang an Spitze)

® Subtraktion x — y:

a Pfeile fiir x und y ,nebeneinander setzen® (Spitze an Spitze)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Zahldarstellungen mit beschrankter fester Lange ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m in Rechnern iblich
® Mima benutzt 24 Bits (siehe Kapitel 10)

w Langef e N,, ¢ >2

m (zu) einfache ldee:
w bing: Z,e — {0,1}¢

bin,(n) = 0¢~IRepr2(n)] Repr,(n)

a |biny(n)| = £ und Numy(bin,(n)) = n

u volliges Fehlen negativer Zahlen unpraktisch
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Negative Zahlen — ﬂ(IT

Pfeile in die entgegengesetzte Richtung
15 0 1 a bisher
14 2 kreisformige Darstellung von Z;¢
13 3
12 4
1 5
10 6
9 8 7
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Negative Zahlen — ﬂ(IT

Pfeile in die entgegengesetzte Richtung

® nun
kreisformige Darstellung von K4 (Definition in Kiirze)
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Negative Zahlen — ﬂ(IT
Pfeile in die entgegengesetzte Richtung

® nun
kreisformige Darstellung von K4 (Definition in Kiirze)

= Addition x ,+“y und Subtraktion x ,—“y
analog zum Fall Z

6,43 =—7
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Negative Zahlen — ﬂ(IT
Pfeile in die entgegengesetzte Richtung

® nun
kreisformige Darstellung von K4 (Definition in Kiirze)

= Addition x ,+“y und Subtraktion x ,—“y
analog zum Fall Z

-2.+“3=1
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Negative Zahlen — ﬂ(IT
Pfeile in die entgegengesetzte Richtung

® nun
kreisformige Darstellung von K4 (Definition in Kiirze)

= Addition x ,+“y und Subtraktion x ,—“y
analog zum Fall Z

3.+ -2=1
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Darstellung auch negativer Zahlen

® Zy in Binardarstellung

1111 0000 0001

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

<7

Karlsruher Institut fur

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Darstellung auch negativer Zahlen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u K, in Zweierkomplementdarstellung

1111 0000 0001
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Darstellung auch negativer Zahlen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u K4 in Zweierkomplement- und Zy¢ in Bindrdarstellung

1111 0000 0001
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Zweierkomplement-Darstellung mit ¢ Bits — ﬂ(IT
fur negative und nichtnegative Zahlen

essei £ € Ny

a fir die Zahlen in
Ke={xeZ|-2""<x<27' -1}
z.B.
Ky, ={-2,-1,0,1}
Kg = {-128,-127,...,-1,0,1,...,127}

w Zkpl,: K, — {0, 1}

bin,(x) falls x > 0
bin,(2/ +x) fallsx <0

Zkpl,(x) = {

Obing_;(x) fallsx > 0

aquivalent Zkpl,(x) =
q Ple(x) {1binf_1(2"‘1+x) falls x <0
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Zweierkomplementdarstellung — Rechnen (fast) wie in der SQ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

= O
O -
[y
|
(3,1
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Zweierkomplementdarstellung — Rechnen (fast) wie in der SQ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

o0 1 1 1 7

1 0 1 1 -5
1

0 2
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Zweierkomplementdarstellung — Rechnen (fast) wie in der SQ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

o0 1 1 1 7
1 0 1 1 -5

1 1
1 0 2
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Zweierkomplementdarstellung — Rechnen (fast) wie in der SQ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

o0 1 1 1 7
1 0 1 1 -5
1 1 1

0 1 0 2
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Zweierkomplementdarstellung — Rechnen (fast) wie in der Sﬁ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

0 1 1 7
1 0 1 -5
1 1 1

0 0 1 O 2

m Ubertrag an der linkesten Stelle wird ignoriert
... das ist anders als in der Schule

a Dass immer alles funktioniert, muss und kann man beweisen ...
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Das ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
a Zweierkomplement-Darstellung

u Das sollten Sie liben:
u selbst Zahlen verschieden reprasentieren und

w damit operieren
u Definitionen auch in Randfillen ausprobieren
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