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Uberblick ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Reprasentation von Graphen im Rechner

Berechnung der 2-Erreichbarkeitsrelation und Rechnen mit Matrizen
2-Erreichbarkeit an einem Beispiel
Matrizenmultiplikation und Matrizenaddition

Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation
Potenzen der Adjazenzmatrix
Erste Moglichkeit fiir die Berechnung der Wegematrix
Zahlen arithmetischer Operationen
Schnellere Berechnungen der Wegematrix
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Reprasentation von Graphen im Rechner
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Objekte im Rechner — Knoten, Kanten und Graphen

class Vertex {
String name;

}

class Edge {
Vertex start;
Vertex end;

by

class Graph {
Vertex[] vertices;
Edge[] edges;

}
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«Knoteninhalte» fiir uns irrelevant

mehr als eine Menge
mehr als eine Menge
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Objekte im Rechner — Knoten, Kanten und Graphen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

class Vertex {
int id; o0.B.d. A.: Wertebereich Zy,

class Edge {
Vertex start;
Vertex end;

}

class Graph {
Vertex[] vertices; mehr als eine Menge
Edge[] edges; mehr als eine Menge

¥
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Objekte im Rechner — Knoten, Kanten und Graphen ﬂ(IT
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int id; o0.B.d. A.: Wertebereich Zy,

}

class Edge {
Vertex start;
Vertex end;

}

class Graph {
Vertex[] vertices; mehr als eine Menge
Edge[] edges; mehr als eine Menge

}

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 4/54



Inzidenzlisten A“(IT
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class Vertex {

int id;
Edge[] incoming; Feldlange = Eingangsknotengrad
Edge[] outgoing; Feldlange = Ausgangsknotengrad

b

class Edge {
Vertex start;
Vertex end;

¥

class Graph {
Vertex[] vertices;
Edge[] edges;

}
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Adjazenzlisten — eine andere Reprasentation fuir Graphen ﬂ(IT
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class Vertex {

int id;

Vertex[] neighbors; Feldlange = Knotengrad
}

class Edge {
Vertex start;
Vertex end;

}

class Graph {
Vertex[] vertices;
Edge[] edges;

}
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Variante von Adjazenzlisten (auf dem Weg zu Matrizen)

class Vertex {
int id;
boolean[] is_connected_to; Feldlange = |V|
} u.is_connected_to[0.id]

true falls (u,0) € E
false falls (u,0) ¢ E

class Graph {
Vertex[] vertices;

}
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Variante von Adjazenzlisten fiir einen Beispielgraph ﬂ(IT
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w Objekt u fur Knoten 0

u.id u.is_connected_to
0 1 2 3
0 ‘ false‘ true ‘ false‘ true ‘
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Variante von Adjazenzlisten fiir einen Beispielgraph ﬂ(IT
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-
u.id u.is_connected_to
0 1 2 3
0 ’ false‘ true ‘ false‘ true ‘
1 ’ false‘ false‘ false‘ false‘
2 ’ false‘ true ‘ true ‘ true ‘
3 ’ false‘ false‘ true ‘ false‘
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Variante von Adjazenzlisten fiir einen Beispielgraph ﬂ(IT
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[
u.id u.is_connected_to
0 1 2 3
0 false| true | false| true
1 false | false| false| false
2 false| true | true | true
3 false| false| true | false
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Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen ﬂ(IT
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a G = (V,E) gerichtet mit n Knoten
n X n-Matrix A mit

)1 falls(i,j) € E
Yo falls (i,j) ¢ E

w ungerichtetes U = (V,E) ~ G = (V, Ey)

u Beispiel
0 1 2 3
@ 0 9 0 01 0 1
/ 10000
2 01 1 1
9 3 00 1 0

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 10/54



Reprasentation von Relationen durch Matrizen ﬂ(IT
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u endliche Menge M mit n Elementen

a binare Relation RC M x M

reprasentiert durch n X n-Matrix A(R):

1 falls(i,j) € R d.h. alsoiRj

(AR = {0 falls (i, j) ¢ R d.h. also =(iR))

m verschiedene Relationen < verschiedene Matrizen
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Wegematrix eines Graphen A“(IT

a Erreichbarkeitsrelation E* als Matrix W
1 falls (i, j) € E*
Wij = o
0 falls(i,j)¢E

_ )1 fallsesin G einen Pfad von i nach j gibt
~ |0 fallses in G keinen Pfad von i nach j gibt

w algorithmisches Problem:

m gegebene Probleminstanz: Adjazenzmatrix eines Graphen
m gesucht: zugehorige Wegematrix des Graphen
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Wegematrix — ein Beispiel A“(IT
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Wi 1 falls (i, j) € E*
a ii =
77 lo  falls (i, j) ¢ E*

o 1 2 3

o {0 1 0 1
110 0 0 1
A_z 01 10
3 \0 0 1 O
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Wegematrix — ein Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Wi 1 falls (i, j) € E*
a ii =
77 lo  falls (i, j) ¢ E*

o 1 2 3 0 1 2 3
o [0 1 0 1 .
1o o0 01
A= _!
2|0 110 " W=
3 \0 0 1 0 3
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Wegematrix — ein Beispiel

Wi 1 falls (i, j) € E*
a ii =
77 lo  falls (i, j) ¢ E*

o 1 2 3 0 1 2 3
0 0 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
A= W=1 1
2 01 1 0 . 2 1
3 0 01 0 3 1
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Wegematrix — ein Beispiel

Wi 1 falls (i, j) € E*
a ii =
77 lo  falls (i, j) ¢ E*

O —0—2

o 1 2 3 0 1 2 3
1 0 0 0 1
A= _1 0 1
2|0 110 W=_1,
3 0 01 0 3 0 1
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Wegematrix — ein Beispiel

Wi 1 falls (i, j) € E*
a ii =
77 lo  falls (i, j) ¢ E*

O —0—2

o 1 2 3 0 1 2 3

A:1 0 0 0 1 1 0 1 1 1
210 110 e W=10 111

3 0 0 1 0 3 01 1 1
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Was ist wichtig A“(IT
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m Das sollten Sie mitnehmen:
® Repriasentation von Relationen als Matrizen
m z. B. Kantenrelation eines Graphen: Adjazenzmatrix

w Das sollten Sie liben:
u zu gegebenem Graphen die Adjazenzmatrix hinschreiben
w zu gegebener Adjazenzmatrix den Graphen hinmalen
m z. B. fur irgendwelche ,speziellen Graphen und Matrizen
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Berechnung der 2-Erreichbarkeitsrelation und Rechnen mit Matrizen
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Berechnung der 2-Erreichbarkeitsrelation und Rechnen mit Matrizen
2-Erreichbarkeit an einem Beispiel
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2-Erreichbarkeit an einem Beispiel
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2-Erreichbarkeit an einem Beispiel
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a hinsehen: (2,1,4) und (2,6,4)
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Systematische Suche nach Pfaden im Beispiel ﬂ(IT
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a alle Pfade?

u priife fur alle Knoten k € V:
w Ist (2,k,4) ein Pfad?
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Systematische Suche nach Pfaden im Beispiel ﬂ(IT
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Systematische Suche nach Pfaden im Beispiel ﬂ(IT
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a alle Pfade?

u priife fur alle Knoten k € V:
Ist (2, k, 4) ein Pfad?

Ist (2,k) € Eund (k,4) € E?
Ist Ay =1und Apy = 1?

Ist Azk . Ak4 =17

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 19/54



Systematische Suche nach Pfaden im Beispiel ﬂ(IT
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a alle Pfade?

u priife fur alle Knoten k € V:
w Ist (2,k,4) ein Pfad?
w Ist (2,k) € Eund (k,4) € E?
@ Ist Ay =1und Agy =17
wIst Ay - Apy =17
w durchlaufe sequenziell fiir alle k

u gleichzeitig alle Ay und alle Ay, d. h.
u Zeile fiir Knoten 2 und Spalte fiir Knoten 4
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Systematische Suche nach Pfaden &‘(IT
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Zahlen der Pfade im Beispiel &‘(IT
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01 2 3 4 5 ¢

0 f 1

1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

1 1
0
1

2] 0 1 0 1 0 0 1 2
3
4
5
6
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Zahlen der Pfade im Beispiel (2) ﬂ(IT
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01 2 3 4 5 6

1

1

6 0

Py = ZAzk < Agg 0

k=0 0

0

1
0
1

2 o 1 0 1 0 0 1 2
3
4
5
6
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Berechnung der 2-Erreichbarkeitsrelation und Rechnen mit Matrizen

Matrizenmultiplikation und Matrizenaddition
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Matrizenmultiplikation A“(IT
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m es sei

m A eine £ X n-Matrix
a Beine n X m-Matrix

a Produkt C = A - B die £ X m-Matrix mit
n-1
Cij = ZAik - By
k=0

w im Allgemeinen A-B# B- A

u falls Gberhaupt beides definiert, also £ = m
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Algorithmus fiir Matrizenmultiplikation ﬂ(IT
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® zunichst die naheliegende Moglichkeit
bald: es geht auch anders!

¢ Zeilen
m Spalten for i— 0 to {—1 do
for j«— 0 to m-1 do
n—-1 Cl'j «— 0
Cij= Ajk + By for k<0 to n—-1 do
k=0 Cij < Cij + Ak - By
od
od
od
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Einheitsmatrizen A“(IT
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10 0 w Einheitsmatrix | quadratische Matrix mit
010
0 1 0 | _{1 falls i = j
0 10 Y lo fallsi# )
0 1 0
0 0 1

u fur jede m X n-Matrix A gilt

I-A=A=A-1

a linke Einheitsmatrix m x m
a rechte Einheitsmatrix n X n
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Potenzen quadratischer Matrizen ﬂ(IT
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A’ =
VneNy: A" =A". A
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Quadrierte Adjazenzmatrix A“(IT
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u A? einer Adjazenzmatrix A

n—1
(A?%);; = ZAikAkj
k=0
» AjpArj =1
o A = Akj =1
< Kanten von i nach k und von k nach j existieren
< (i, k, j) ein Pfad der Lange 2 von i nach j ist.
und 0 sonst.

w fir k; # ky sind (i, ky, j) und (i, ko, j) verschieden
u (A?%);; ist Anzahl der Pfade der Lange 2 von i nach j
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Quadrierte Adjazenzmatrix ﬂ(IT
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u A? einer Adjazenzmatrix A

n—1
(A?%);; = ZAikAkj
k=0
» AjpArj =1
o A = Akj =1
< Kanten von i nach k und von k nach j existieren
< (i, k, j) ein Pfad der Lange 2 von i nach j ist.
und 0 sonst.

w fir k; # ky sind (i, ky, j) und (i, ko, j) verschieden
w (A?%);; ist Anzahl der Pfade der Lange 2 von i nach j
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Matrizenaddition A\‘(IT
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a A und B zwei m X n-Matrizen

a Summe C = A + B ist m X n-Matrix mit

12| (10 20
3 4/ 30 40 Ci; = A+ By;
(1 22  stets A+B=B+A

33 44

a neutrales Element: Nullmatrix 0, iberall Nullen

u algorithmisch:
for i —0 to m—1 do
for j«— 0 to n—1 do
Cij « A;j + Bjj
od
od
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation
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Berechnung von E* — die naheliegende Idee ﬂ(IT
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a Benutze

E*:UEi

iENo

um die Wegematrix zu berechnen.
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Berechnung von E* — die naheliegende Idee ﬂ(IT
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a Benutze

E*:UEi

iENO
um die Wegematrix zu berechnen.

a Probleme:

® Was kann man gegen das unendlich tun?
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a Benutze

E*:UEi

iENO
um die Wegematrix zu berechnen.

a Probleme:
® Was kann man gegen das unendlich tun?
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Berechnung von E* — die naheliegende Idee ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Benutze

E*:UEi

iENO
um die Wegematrix zu berechnen.

w Probleme:
® Was kann man gegen das unendlich tun?
= Woher kommen die Matrizen fiir die Relationen E'?
u Welcher Matrizen-Operation entspricht die Vereinigung?
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Beseitigung der unendlichen Vereinigung ﬂ(IT
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m Existiert Pfad in G von Knoten i nach Knoten j ?

a Sei
e G=(V,E)mit|V|=n
= nur endlich viele Knoten

w p = (ip, i, -.., i) ein Pfad mit ip = i und i = j.

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 32/54
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Beseitigung der

GBI — Grundbegriffe der Informatik

unendlichen Vereinigung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Existiert Pfad in G von Knoten i nach Knoten j ?

Sei
e G=(V,E)mit|V|=n
= nur endlich viele Knoten
w p = (ip, i, -.., i) ein Pfad mit ip = i und i = j.
wenn k > n, dann

u enthalt p Zyklus von x nach x
u Weglassen ergibt kiirzeren Pfad von i nach j
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Beseitigung der unendlichen Vereinigung ﬂ(IT
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m Existiert Pfad in G von Knoten i nach Knoten j ?

a Sei
e G=(V,E)mit|V|=n
w nur endlich viele Knoten
w p = (ip, i, -.., i) ein Pfad mit ip = i und i = j.
a wenn k > n, dann
u enthalt p Zyklus von x nach x
u Weglassen ergibt kiirzeren Pfad von i nach j

w wiederhole, solange Pfadlange > n

Ergebnis: Pfad mit Lange < n —1von i nach j
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Beseitigung der unendlichen Vereinigung (2) ﬂ(IT
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eben begriindet:

Fur jeden gerichteten Graphen G = (V, E) mit n Knoten gilt:

i€eZ,

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 33/54



Beseitigung der unendlichen Vereinigung (2) ﬂ(IT
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eben begriindet:

Fur jeden gerichteten Graphen G = (V, E) mit n Knoten gilt:

langere Pfade schaden nicht:

Fur jeden gerichteten Graphen G = (V, E) mit n Knoten gilt:

szn:E*:UE"

i€Zy
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation
Potenzen der Adjazenzmatrix
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Potenzen der Adjazenzmatrix haben eine Bedeutung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Es sei G ein gerichteter Graph mit Adjazenzmatrix A.
Fir alle k € Ny gilt:

(Ak),-j ist die Anzahl der Pfade der Lange k in G von i nach j.

Beweis:
u vollstandige Induktion

a Induktionsschritt fast wie im Fall k = 2
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Signum-Funktion A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

1 falls x > 0
wmsgn:R—>R:sgn(x)=30 fallsx=0
-1 fallsx <0

w bei Matrizen komponentenweise

m sgn: R™" — R™"  mit  (sgn(M));; = sgn(M;;)
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Matrizendarstellung fiir EX — sgn(AF) tut es

GBI — Grundbegriffe der Informatik

AIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

Es sei G ein gerichteter Graph mit Adjazenzmatrix A.
Fur alle k € Ny gilt:

1 fallsin G ein Pfad der Lange k
von i nach j existiert
0 fallsin G kein Pfad der Lange k

von i nach j existiert

sgn((A¥);)) =

2. Matrix sgn(A¥) reprasentiert die Relation EX.

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation

Erste Moglichkeit fir die Berechnung der Wegematrix
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Vereinigung von Relationen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Relationen R € M X M und R" € M X M reprasentiert
durch Matrizen A und A".

a dann:
(i,j) e RUR < (i,j) RV (i,j) € R
o Ajj=1VAj;=1
o Ajj +A;j >1
o (A+A);>1
o sgn(A+A);; =1

® RUR wird durch sgn(A + A’) reprasentiert
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Eine erste Formel fiir die Wegematrix — ﬂ(IT
eS gibt auch noch an dere . Karlsruher Institut fiir Technologie

Es sei G ein gerichteter Graph mit Adjazenzmatrix A.
Dann gilt fur alle k > n —1:

= Die Matrix sgn(3X ) A?) reprisentiert die Relation E*.
® Mit anderen Worten:

k
W =sgn (Z Al
i=0

ist die Wegematrix des Graphen G.
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Beweis A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® noch zu tberlegen

o UM Ef durch sgn(3k, sgn(AY)) reprisentiert
u leichte Verallgemeinerung des Falles RU R’

a ,innere“ Anwendungen von sgn diirfen fehlen

® Wenn alle Matrixeintrage > 0 sind, gilt:

sgn(sgn(M) +sgn(M));; = sgn(M + M');;
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Einfachster Algorithmus fir die Wegematrix ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

(Matrix A sei die Adjazenzmatrix)

W0
for i<— 0 to n—-1do
M1
for j«—1 to i do
M—M-A
od
We—W+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 42/54



Einfachster Algorithmus fir die Wegematrix

(Matrix A sei die Adjazenzmatrix)

W0
for i<— 0 to n—1 do
M1
for j«—1 to i do
M—M-A
od
{M=A"}
We—W+M
{W=3,A%}
od
W « sgn(W)

{ W ist die Wegematrix }

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

T

Karlsruher Institut fur

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

Technologie
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation

Zahlen arithmetischer Operationen
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Was ist der «Aufwand» eines Algorithmus? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Anzahl Codezeilen?

Entwicklungszeit?

Anzahl Schritte?

w nicht immer gleich

benétigter Speicherplatz?

® nicht immer gleich

vorlaufig: Anzahl arithmetischer Operationen

m spater anders
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Wie viele elementare Operationen fiir Matrizenaddition? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

for i— 0 to m—1 do
for j«— 0 to n—1 do
Cij < Ajj +Bjj w m - n Additionen
od
od

fiir n X n-Matrizen: n®
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Wie viele elementare Operationen fiir Multiplikation?

for i<— 0 to £—1 do
for j«— 0 to m—-1 do
Cij <0
for k<0 to n—1 do
Cij <_Cij +Aik‘Bkj
od
od
od

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich

<7

Karlsruher Institut fur Technologie

® /- m-n Additionen und
£ - m - n Multiplikationen

a fiir n X n-Matrizen: 2n3
kleine Variante: 2n°® — n?

u Achtung: es geht auch mit
weniger Operationen!

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i— 0 to n—1 do
M — 1
for j—1to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n—1
(Zz) ~@2n®-n®)+n-n®+n?
i=0
3 3
=n’ - >n*+>n*+n?
2 2
q =y (n=1Dn
a denn iZ(; =

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

ir Technologie
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i<— 0 to n—1 do
M — 1
for j«— 1 to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n-1
(Zl) ~@2n®-n®)+n-n®+n?
i=0
3 3
=n’—=n*+=n®+n’
2 2
= (n=1Dn
a denn IZ(; i= —

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik

<7

ir Technologie
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i— 0 to n—1 do
M — 1
for j—1to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n-1
(Zz) c2n®=n®)+n-n®+n?
=0
3 3
=n’—=n*+=n®+n’
2 2
q = o (n=Dn
a denn iZ(; i= —
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i<— 0 to n—1 do
M — 1
for j—1to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n—1
(Zl) ~@2n®-n®)+n-n®+n?
i=0
3 3
=n’ - >n*+>n*+n?
2 2
q =y (n=1Dn
a denn iZ(; =

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i— 0 to n—1 do
M — 1
for j—1to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W « sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n—1
(Zz) ~@2n®-n®+n-n’+n?
i=0
3 3
=n’ - >n*+>n*+n?
2 2
q =y (n=1Dn
a denn iZ(; =
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Wie viele elementare Operationen fiir Wegematrix?

W0
for i— 0 to n—1 do
M — 1
for j—1to i do
M—M-A
od
WeW+M
od
W« sgn(W)

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Karlsruher Institut fi

a Aufwand:
n—1
(Zz) -2n® —n®) +n-n®+n
i=0
3 3
=n’ - >n*+>n*+n?
2 2
q =y (n=1Dn
a denn iZ(; =

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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ir Technologie
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

Einfache Berechnung der Erreichbarkeitsrelation

Schnellere Berechnungen der Wegematrix
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Wiederverwendung — ﬂ(IT

auch bei Zwischenergebnissen eine gute Sache
W0
M 1
for i< 0 to n—1 do
We—W+M
Me—M-A w fiir Berechnung A’ kann man
od A'"! wiederverwenden
W sgn(W) w Aufwand:

n-(n®+ (2n® — n?) +n?® = 2n* + n?
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Es geht noch besser — ﬂ(IT

erst mehr denken und dann weniger rechnen

® Schon vergessen?

Vk>n—-1:E*

I
=
&,

~
Il
o

a Wie kann ein k > n — 1 helfen?
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Es geht noch besser — ﬂ(IT

erst mehr denken und dann weniger rechnen
u Schon vergessen?
k
Van—le*:UEi
i=0
a Wie kann ein k > n — 1 helfen?

w statt n — 1 wihle kleinste Zweierpotenz k = 2™ > n
» also m = [log, n]
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Es geht noch besser — ﬂ(IT

erst mehr denken und dann weniger rechnen

u Schon vergessen?
k
Vkzn-1:E=| B
i=0

a Wie kann ein k > n — 1 helfen?

w statt n — 1 wihle kleinste Zweierpotenz k = 2™ > n
» also m = [log, n]

w» finde Matrix F mit W = F?" = (--- ((F?)?) - --)?

» nur noch m = [log, n] Matrizenmultiplikationen
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Es geht noch besser — ﬂ(IT

erst mehr denken und dann weniger rechnen

u Schon vergessen?
k
Vkzn-1:E=| B
i=0

a Wie kann ein k > n — 1 helfen?

w statt n — 1 wihle kleinste Zweierpotenz k = 2™ > n
» also m = [log, n]
a finde Matrix F mit W = F?" = (--- ((F?)?) - --)?
» nur noch m = [log, n] Matrizenmultiplikationen
u Preisfrage: Wie sieht F aus?
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Es geht noch besser — ﬂ(IT

erst mehr denken und dann weniger rechnen

u Schon vergessen?
k
Vkzn-1:E=| B
i=0

a Wie kann ein k > n — 1 helfen?
w statt n — 1 wihle kleinste Zweierpotenz k = 2™ > n
» also m = [log, n]
a finde Matrix F mit W = F?" = (--- ((F?)?) - --)?
» nur noch m = [log, n] Matrizenmultiplikationen
u Preisfrage: Wie sieht F aus?
® Wihle Matrix F fiir Relation Rp = EC UE! = Iy U E.
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Es geht noch besser (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

@« Re=FE°UE!

w R2=(E°UE) o (E°UE")=E°UE'UE'UE?
=E'UE'UE?

» R} = (R:)?*=(E°UE'UE®) o (E°UE'UE?)

=E°UE'UE*UE*UE*

w Induktion: Fiir alle m € Ny gilt:

R?:GE
i=0

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 51/54



Es geht noch besser (3) Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Berechnung von [log, n] aus n

FelvA benétigt hochstens [log, n] Operationen

m « [log, n]
for i<—1 to m do

a Aufwand:
n? + [log, n] + [log, n - (2n* — n?) + n®

F«F-F = [log, n] - 2n®+- -
od
W « sgn(F)
a «besser» als 2n*
m nachstes Kapitel: prazise ungenau sein
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Was ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Das sollten Sie mitnehmen:

u die naheliegende Idee nicht immer die beste
a Denken, Mathematik, Kreativitat, Einfach-mal-driiber-schlafen, ...

m Das sollten Sie tiben:
» Aufwandsabschatzungen bei (ineinander geschachtelten) Schleifen
w auch mal verriickte ldeen ausprobieren
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Zusammenfassung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Repriasentationen von Graphen im Rechner

m Berechnung der Wegematrix
® mit vielen oder weniger Operationen

u Algorithmus von Warshall kommt mit
weniger Operationen aus als unsere vorherigen Versuche
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