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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Ressourcenverbrauch bei Berechnungen
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Ressourcenverbrauch — wie detailliert? A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie
u fir jede Probleminstanz einzeln
prézise aber oft unpraktikabel
w grober: nur in Abhéangigkeit von der «Problemgrofiex»

m wenn Ressourcenverbrauch
fur verschiedene Instanzen gleicher Grofie
unterschiedlich ist:
m bester Fall? (best case)

® Durchschnitt? (average case)

m schlechtester Fall? (worst case)
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Ressourcenverbrauch — wie detailliert? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u fir jede Probleminstanz einzeln
prézise aber oft unpraktikabel

w grober: nur in Abhéangigkeit von der «Problemgrofiex»

m wenn Ressourcenverbrauch
fur verschiedene Instanzen gleicher Grofie
unterschiedlich ist:
m bester Fall? (best case)
= oft uninteressant
® Durchschnitt? (average case)
a oft schwer zu bestimmen
m schlechtester Fall? (worst case)

» oft angegeben
a mit dem Hinweis, dass es auch besser sein kann ...
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Was ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Das sollten Sie mitnehmen:
a Bedarf an
= Rechenzeit und
» Speicherplatzbedarf

wichtige Komplexitatsmafle
w oft Quantifizierung in Abhangigkeit von Problemgrofie

» oft schlimmster Fall (worst case)
u gelegentlich ein «mittlerer» Fall (average case)

a Das sollten Sie tiben:
® Abschatzen/ausrechnen wie oft ein Programmstiick,
z. B. ein Schleifenrumpf, durchlaufen wird.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 5/61



Wo sind wir? ﬂ(IT
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Grof3-O-Notation
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Warum keine exakten Angaben? ﬂ(IT
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a man will nicht

u Faulheit
u Verganglichkeit der genauen Werte

a bald neuer Prozessor

® mangelndes Interesse an genauen Werten

a man kann nicht
a Unfdhigkeit
m Unkenntnis von Randbedingungen
a Ungenauigkeiten im «Algorithmus» (??)

a man «soll» nicht
u Unabhangigkeit von konkreten Probleminstanzen
w Unabhéangigkeit von Programmiersprache
u Unabhangigkeit von Prozessor

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 7/61



Wie ungenau wollen wir tiber Funktionen reden? ﬂ IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Ignorieren konstanter Faktoren

m Motivation: Geschwindigkeitssteigerungen
bei Prozessoren irrelevant

u nur obere (bzw. untere) Schranken

m Motivation: kénnen nur schlechtesten Fall analysieren

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 8/61



0, 8, Q — zur Notation asymptotischen Wachstums ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

= wichtiges Handwerkszeug zum

a Reden tiber und
a Ausrechnen von

z. B. Laufzeiten

u insbesondere «kontrollierte Ungenauigkeiten»
a O: «Grof3-O»

» eingefiihrt von Bachmann (oder friiher)
® von Landau bekannt gemacht

a Q0

= von Knuth zumindest verbreitet
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Grof3-O-Notation
Ignorieren konstanter Faktoren
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Zu Notation und Redeweise ﬂ IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Notation:
u R;: Menge der positiven reellen Zahlen (ohne 0)
m R{: Menge der nichtnegativen rellen Zahlen, R} = R, U {0}.

» betrachten Funktionen f : Ng — R{.
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Zu Notation und Redeweise ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Notation:
u R;: Menge der positiven reellen Zahlen (ohne 0)
m R{: Menge der nichtnegativen rellen Zahlen, R} = R, U {0}.
» betrachten Funktionen f : Ng — R{.

® Redeweisen:
u asymptotisches Wachstum oder
u gréflenordnungsmdfliges Wachstum von Funktionen

a Definition:
= Funktion g : Ng — R} wéchst asymptotisch genauso schnell wie
Funktion f : Ng — R}, wenn gilt:

Je,c’ € Ry :3ng € Ng :Vr > ng: cf(n) < g(n) <c’'f(n)
u schreibe f < g oder f(n) < g(n)
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Erlauterungen zur Definition von f < g (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Je,’ € Ry :3ng € Ng :Vr > ng: cf(n) < g(n) < c’'f(n)

300 i
ol ef@ |
100 - f(=)
cf (x)
% 2 i 6 8 10 07 2 7 G g 10
Achtung: links lineare y-Skala, rechts logarithmische y-Skala

Achtung:  kontinuierliche Funktionen gezeichnet,
aber Definition fiir diskrete Funktionen
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Erlauterungen zur Definition von f
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n < cf (n)< g(n) <¢’f(n)

g9(z)

rechts logarithmische y-Skala

kontinuierliche Funktionen gezeichnet,
aber Definition fiir diskrete Funktionen
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Beispiel ﬂ(IT
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w f:n3n2undg: n— 107202

» Behauptung: f =g
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Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w f:n3n2undg: n— 107202

» Behauptung: f =g
w cf(n) < g(n) gilt z.B. fir c = 1073 und ny = 0:

Vn > ng:cf(n) =107 - 3n® <107%n? = g(n)
w g(n) < ’f(n) gilt z.B. fur ¢’ =1 und ng = 0:

Vn > ng : g(n) =107%n* < 3n® = ¢'f(n)
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Beispiel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w f:n3n2undg: n— 107202

» Behauptung: f =g
w cf(n) < g(n) gilt z.B. fir c = 1073 und ny = 0:

Vn > ng:cf(n) =107 - 3n® <107%n? = g(n)
w g(n) < c’f(n) gilt z.B. fir ¢’ =1und ny = 0:
Vn > ng : g(n) =107%n* < 3n® = ¢'f(n)

Rechenregel w Firjedes f : Ng — R{ gilt:
Va,b € Ry :af < bf
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Nichtbeispiele fur < (1) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w betrachte f: n+ n?und g: n > n?
u Behauptung: f#g
m Begriindung:

= sonst insbesondere g(n) < ¢’ f(n) fiir alle n grofier gleich einem ny
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Nichtbeispiele fur < (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w betrachte f: n+ n?und g: n > n?

u Behauptung: f#g

m Begriindung:
= sonst insbesondere g(n) < ¢’ f(n) fiir alle n grofier gleich einem ny
fur f(n) # 0 aquivalent zu g(n)/f(n) < ¢’ € Ry
ab einem ny fur jedes n
aber g(n)/f(n) = n nicht beschrankbar
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Nichtbeispiele fur < (2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m betrachte f: n+— n? und g: n — 2"
» Behauptung: f*g

m Begriindung:
a fir f < g misste insbesondere g(n)/f(n) < ¢’ gelten (fiir ...)
» Quotient 2"/n? kann durch keine Konstante beschrankt werden:

» einfache Grenzwertbetrachtung, oder
= betrachte die n; = 2+ und zeige durch Induktion:

Vie Ng: 2" > 4in?
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Aquivalenzrelation = A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zeichen < erinnert an das Gleichheitszeichen.
Lemma. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

Erinnerung: Eine Aquivalenzrelation ist per definitionem
a reflexiv,
w symmetrisch,

m transitiv.
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Relation < ist reflexiv und symmetrisch A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Reflexitvitdt: f < f
furc=c¢" =1und ny = 0 gilt:

fur jedesn > ngist cf(n) < f(n) < c’'f(n)

a Symmetrie: Wenn f < g, dann auch g < f
Wenn fir Konstanten ¢, ¢’ € Ry, ng € Ny und jedes n > ng

cf(n) <g(n) <c'f(n),

dann gilt fur die gleichen n > ng und
die Konstantend =1/cund d’ =1/¢’:

d'g(n) < f(n) < dg(n) .
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Relation = ist transitiv Q(IT
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w Transitivitdt: wenn f < gund g < h, dann f < h.
gelte fiir Konstanten ¢, ¢’ € Ry und jedes n > ng

cf(n) < g(n) <c'f(n)
und fur Konstanten d,d’ € R, und jedes n > ny
dg(n) < h(n) <d’g(n) .
Dann gilt fir jedes n > max(ng, ny)
def(n) <dg(n) < h(n) <d'g(n) <d'c’f(n),

wobei auch die Konstanten dc und d’c¢” wieder positiv sind.
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Grof3-© A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® O (f): Menge aller Funktionen, die
zu f im Sinne von =< 4quivalent sind

a Also:
o) ={g|f=g}
:{g|3c,c’€R+:3n0€No:\7’n2n05
cf(n) < g(n) < c'f(n) }
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einfache Rechenregel fiir © ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Rechenregel Fiir alle f : Ng — R{ und alle Konstanten a,b € R, gilt:

© (af) = ©(bf)
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Grof3-O-Notation

Notation fiir obere und untere Schranken des Wachstums
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Obere und untere Schranken

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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manchmal fiir Funktion nur obere (bzw. untere) Schranke bekannt

Definition:

@ O(f)={gl3ceRy:TnyeNyg:Vn=ny:9(n) <cf(n)}
m Q(f)={g|3ceRi:TngeNy:V¥n=ng:g9(n) =cf(n)}
gelegentlich auch

mg=<f falls geOo(f)
wng=>f falls geQ(f)

Redeweise

m g wichst asymptotisch hochstens so schnell wie f (fur g < f)
® g wichst asymptotisch mindestens so schnell wie f (fir g > f)

Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Beobachtungen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Definition:
w O(f)={gl3ceRy:TnyeNyg:Vn=ny:9(n) <cf(n)}

w haufig hilfreich zum Nachpriifen:
O(f)={g|3ceRy:3nyeNg:Vn=>ny: f(n) <c}

» Alternative aquivalente Definition:

O(f) ={g|limsup ch((z)) < oo } (der grofte Haufungspunkt existiert)
n
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Beispiel (1) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Esseig: n— 107" und f: n— 107"%n8
w Behauptung: g € O (f)

m Begriindung:
® wihle ¢ =10®% und ny = 0
» dann fiir jedes n > 0:10°°n7 < ¢ - 1079%n8.

m in O (-) usw. kénnen grofie Konstanten stecken
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Beispiel (2) ﬂ(IT
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a Was ist O (1)?
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Beispiel (2) A“(IT
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a Was ist O (1)?
a 1 steht fiir die konstante Funktion 1: n+—1

u Definition: alle Funktionen g, fuir die es ¢ € R} und ny € Ny gibt,
so dass fur jedes n > ng gilt:

g(n)<c-1=c

a alle Funktionen, die durch Konstante beschrankbar sind

a alle konstanten Funktionen
m aber auch Funktionen wie 3 + sin(n)
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Beispiel (3) A“(IT
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Quotient n?/n nicht fiir grole n durch Konstante beschrankbar

also gilt nicht n? € O (n)

abern € O (nz)

m Relation < ist also nicht symmetrisch
a#b! u fiir alle positiven reellen Konstanten 0 < a < b gilt

b aber n? £ n®

n“<n
also n“e0 (nb) aber n® ¢ 0 (n%

also n® e Q (n% aber n®¢Q (nb)
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Beispiel (4) A“(IT
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Quotient 2" /n? nicht fiir grole n durch Konstante beschrankbar

also gilt nicht 2" € O (n?).
aber n? € O (2").

u fir alle reellen Konstanten a > 1und b > 1, gilt

n < b" aber b" £ n°
also n® e 0 (b") aber b" ¢ O (n%)
also b € Q (n%) aber n® ¢ Q(b")
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Pingo-Quiz!

s.kit.edu/
gbi-pingo

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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Welche Aussagen uiber die Zahl Z(n) der Aufrufe op im folgenden
Programm, wenn n ein Parameter ist, stimmen?

for(int i = 0; i < mn; i++)
for(int j = i+l; j < 2*n-i; j++)
op(i,j);
Option A Z(n) € O (n)
Option B Z(n) € O (n?)
Option C Z(n) € O (n?)
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https://s.kit.edu/gbi-pingo

Einfache Beobachtungen Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» in Ungleichung g(n) < c¢f(n) Konstante
auf die andere Seite bringen liefert

Rechenregel Fiir alle Funktionen f : Ng — R} und g : Ng — RY gilt:
geO(f) «= feQ(g) also g=fe—f=yg

® Man kann auch zeigen:

0(f)=0(f)nQ(f)
also g=fe—>g=fArg=f

Vorsicht! w es gibt f und g so, dass wederg < f noch f < g
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Grof3-O-Notation

Eine grauenhafte Schreibweise
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Fir die Lektiire leider unverzichtbar ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a sehr unschone Variante der O-Notation, aber sehr weit verbreitet

a Man schreibt

9(n) =0 (f(n)) statt geO(f),
9(n) =0 (f(n)) statt geO(f),
g(n) =Q(f(n) statt geQ(f) .

u Ausdriicke auf der linken Seite sind keine Gleichungen!

m Lassen Sie daher bitte immer grofie Vorsicht walten.
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Wo sind wir? ﬂ(IT
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Grof3-O-Notation

Rechnen im O-Kalkiil
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Eine niutzliche Rechenregel A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Istg; < fiund g2 < fo, dannist auch g1 + g2 < fi+ f2.

Ist umgekehrt g < fi + f2, dann kann man g in der
Form g = g; + g, schreiben mit g; < fiund ¢ < f5.

® dquivalente Formulierung;:

Lemma Fur alle Funktionen f;, f; : No — R} gilt:

O0(/)+0(f)=0(fi+f)

Pluszeichen auf der linken Seite bedarf der Erlauterung ...
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Komplexoperationen A\‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w Sind M; und M; Mengen, deren Elemente man
addieren bzw. multiplizieren kann, dann sei

M1+M2:{gl+gz |91€M1/\gz EMz}
M- My ={g1-92 | g1 € My A g2 € Mz}

u nichts Neues: analoge Definition des Produkts formaler Sprachen
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Komplexoperationen (2) A“(IT
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m Wenn eine der Mengen M; einelementig ist, lasst man
manchmal die Mengenklammern darum weg.

u Beispiele
u mit Zahlenmengen

statt {3} - Ng + {1} kiirzer 3Np +1
a mit Funktionenmengen

statt {n3} +0 (nz) kirzer n®+0 (nz)

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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<7

Beweisvon O (fi)) + O (f2) = O (fi + f2)

,C“ wenn fir n > ny gilt: g1(n) < ¢1fi(n) und
wenn fir n > ny gilt: g2(n) < caf2(n), dann
fur n > ng = max(ny, ny) und ¢ = max(cy, ¢3):

g1(n) +g2(n) < cifi(n) +cofz(n)
< cfi(n) +cfa(n)
=c(fi(n) + f2(n))

2 zug € O(fi+ f2) findegyund g, ...:

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 37/61
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Beweis von O (f1) + O (f2) = O (fi + f2) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

,C“ wenn fir n > ny gilt: g1(n) < ¢1fi(n) und
wenn fir n > ny gilt: g2(n) < caf2(n), dann
fur n > ng = max(ny, ny) und ¢ = max(cy, ¢3):

g1(n) +g2(n) < cifi(n) +cofz(n)
< cfi(n) + cfa(n)
=c(fi(n) + f2(n))

<

2 zug € O(fi+ f2) findegyund g, ...:

definiere gi(n) = g(n) falls g(n) < cfi(n)
cfi(n) falls g(n) > cfi(n)

und  g2(n) = g(n) - gi1(n)
Der Rest ist einfache Rechnung.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Weitere Regeln ﬂ(IT

Karlsruher Institut fiir Technologie
Rechenregel Wenn g; < fi ist, und wenn g; < g2 und fi < f5,
dann gilt auch g; < f,.

Rechenregel Wenn g < fist, also g € O (f),
dann ist auch O (g) C O (f) und O (g + f) = O (f).
Beispiel: O (n® + n?) = O (n?)
Insbesondere Fiir Polynome gilt (mit ax > 0):
ak-nk+ak_1-nk_1+...+a1-n+ao € O(nk)

sogar:

k k-

ap -nf+ap_ - n*F M+ L+ a n+ay €0 (nk)
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Rechenzeiten

reale Rechenzeiten fiir T (n) Schritte, wenn jeder Schritt 1 ns benétigt

AIT

Karlsruher Institut fiir Technologie

T(n) n
10 10 10° 10* 10° 10°
log, (n) 3.32ns 6.64 ns 9.97ns 13.29 ns 16.61ns  19.93ns
\n 3.16 ns 10.00ns  31.62ns  100.00ns  316.23ns  1.00ps
n 10.00ns  100.00ns  1.00ps 10.00ps  100.00ps  1.00 ms
n-log,(n) | 33.22ns 664.39ns  9.97pus  132.88pus  1.66ms  19.93ms
n? 100.00ns  10.00ps  1.00ms  100.00 ms 10.00s 0.27h
n’ 1.00 s 1.00 ms 1.00s 0.27h 11.57d 31.71a
1.01" 1.10 ns 2.70ns  20.96 ps
11" 2.59ns 13.78 ps
2n 1.02 us
n" 10s

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich
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Rechenzeiten

reale Rechenzeiten fiir T (n) Schritte, wenn jeder Schritt 1 ns benétigt

AIT

T(n) n
10 10 10° 10* 10° 10°
log, (n) 3.32ns 6.64 ns 9.97 ns 13.29 ns 16.61ns  19.93ns
\n 3.16 ns 10.00ns  31.62ns  100.00ns  316.23ns  1.00ps
n 10.00ns  100.00ns  1.00ps 10.00 ps 100.00ps  1.00 ms
n-log,(n) | 33.22ns 664.39ns  9.97pus  132.88ps  1.66ms  19.93ms
n? 100.00ns  10.00ps  1.00ms  100.00 ms 10.00s 0.27h
n’ 1.00 us 1.00 ms 1.00s 0.27h 11.57d 31.71a
1.01" 110 ns 2.70ns  20.96us 5.2-10%a
11" 2.59ns 13.78 ps
2n 1.02 us
n" 10s

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Mattias Ulbrich
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Rechenzeiten

GBI — Grundbegriffe der Informatik
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Karlsruher Institut fur Technologie
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Rechenzeiten (2) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

1012\ T T 111717 T T T 11117 T T T 11117 T T T 1177
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Was ist wichtig ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Das sollten Sie mitnehmen:

a Definitionen von O (f), © (f), Q (f)
a Definitionen von <, <, >

a Das sollten Sie tiben:
a Anschauung fiir O (f), © (f), Q (f)
a rechnen mit O (), © (f), Q (f)
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Matrizenmultiplikation
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Matrizenmultiplikation
Riickblick auf die Schulmethode

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 45/61



Multiplikation von 2 X 2-Matrizen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

<«—— Matrix B

by, by
anby + abar  anbiy + appby:
Az by + azeby  azbi + azbs;

bll blZ

an  dr
az dzz

Matrix A — <+—— Matrix A- B

w Anzahl Multiplikationen: Ny i(2) = 22.2=38
w Anzahl Additionen: N,gq(2) =22 - (2 -1) = 4.

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Multiplikation von n X n-Matrizen mit Blockaufteilung A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

w n sei gerade
m Verwendung von Blockmatrizen der Grofie n/2 X n/2

By By

Bo; Bo;
An A | AuBu+ApBa  AnBi + ApBa
Az Az | AziBi + A2Bar AgiBiz + A2z Ba

Mitteilung: Das ist auch die Produktmatrix!
= 8 Multiplikationen von Blockmatrizen und
4 Additionen von Blockmatrizen.
® Anzahl elementarer Operationen
® Nmuit(n) = 8 - Nuit(n/2), Nopuir(1) = 1und
® Nagd(n) =8 Naga(n/2) +4 - (n/2)* = 8 Nagaa(n/2) + n?, Naga(1) = 0.
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Multiplikation von 2% x 2K-Matrizen, also n = 2% (n # 2F <<éh|ﬁ(l1.

Karlsruher Institut fur Technologie

® aus Nyt (n) = 8 - Nmuit(n/2) und Ny (1) = 1 folgt (induktiv)

Ninuit(25) = 8+ Nt (2571) = 8- 8- Nyt (2573 = -+
= 8% - Nt (2°)
— 8k — (23)/( — (Zk)3 — n3
® Aus Nagq(n) = 8 - Nagd(n/2) + n? und Nagq(1) = 0 folgt
Nadd (2F) = 8 - Naga (2571 + 4F

=8-8-Nygq(2K°%) +8- 4k 144k =...
=8-8-Nyga(2K) 424k 4ak=...
= 8 Naga (20 + (2 1+ +1) - 4k =

=0+2F. 4k _ g4k = p? _p2
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Multiplikation von 2% x 2K-Matrizen, also n = 2% (n # 2F <<éh|ﬁ(l1.

Karlsruher Institut fur Technologie

® aus Nyt (n) = 8 - Nmuit(n/2) und Ny (1) = 1 folgt (induktiv)

Nmult(zk) =8- Nmult(zk_l) =38-8- Nmult(zk_z) =
= 8k . mult(zo)
_ 8k _ (2 )k (Zk)3 _ n
® Aus Nagq(n) = 8 - Nagd(n/2) + n? und Nagq(1) = 0 folgt

Nagd (25) = 8+ Nagg (2571) + 4F
=8-8Nygq(2K°%) +8- 4k 144k =
=8-8-Nygq(2K°%) +2.4F 44k =
=8 NLa(2%) + (2K 14 +1) - 4k =

Zk 121_2k
=0+2F. 4k _ g4k = p? _p2
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Matrizenmultiplikation

Algorithmus von Strassen
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Die Idee von Volker Strassen (1969) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Die Idee von Volker Strassen (1969)

L] By Br
By Ba

An Ap | Cn Cp

Ay Az | Gy Cx

m Eintrage C;; des Produktes ergeben sich auch so:

wobei

GBI — Grundbegriffe der Informatik

Chn=M+My—Ms+ M
Co1 = My + My

My = (Ap + Az) (Bi + Bz)
Ms = Ay (Byz — Baz)

Ms = (A1 + A12) Bz,

M; = (Ayz — Az)(Ba1 + Bya)

Mattias Ulbrich

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Cip =Mz + Ms

sz =M1 —M2+M3+M6
M = (A1 + Az)Bn

My = Ay (By — By)

Ms = (A1 — A1) (B + By2)

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik
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Die Idee von Strassen (2) Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Blockmatrizen

C11=M1+M4—M5+M7 C12=M3+M5

C21=M2+M4 C22=M1—M2+M3+M6
wobei  M; = (A + Az) (B + Byz) M = (A1 + Az) B

M3 = Ay (Byz — Bay) My = Az (By — Byy)

Ms = (A + A12) By, Ms = (A21 — An) (B + By2)

M; = (A1 — Ag2)(Ba1 + By2)

» 18 Additionen statt 4
w 7 Multiplikationen statt 8

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 51/61



Die Idee von Strassen (3)

m 18 Additionen statt 4
m 7 Multiplikationen statt 8

m jaund?

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich

<7

Karlsruher Institut fir Technologie
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Die Idee von Strassen (3) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m 18 Additionen statt 4
m 7 Multiplikationen statt 8
m jaund?

u ganze Blockmatrizen:
Additionen sind viel «billiger» als Multiplikationen

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 52/61



Aufwandsabschatzung fiir den Algorithmus von Strassen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Anzahl elementarer Operationen:
® Nyt (n) =7 - Nuie(n/2)
® Nadgd(n) =7 Nagd(n/2) +18 - (n/2)® =7 Nagq(n/2) +4.5 - n?

w Fiir den Fall n = 2* ergibt sich:

Nmult(zk) =7 Nmult(zk_l) =7-7- Nmult(zk_z) =
75 = (QlogTyk Z plogy7 5 2807

 analog N,q4(n) € ©(n'°8:7)
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Aufwandsabschatzung fiir den Algorithmus von Strassen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Anzahl elementarer Operationen:
® Nyt (n) =7 - Nuie(n/2)
® Nogd(n) =7 Naga(n/2) +18 - (n/2)? = 7 - Naga(n/2) + 4.5 - n?

w Fiir den Fall n = 2* ergibt sich:

Nmu[t(zk) =7 Nmult(zk_l) =7-7- Nmult(zk_z) =
7k = (QlogTyk Z plogy7 5 2807

w analog N,q4(n) € ©(n'e:7)
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Aufwandsabschatzung fiir den Algorithmus von Strassen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

® Anzahl elementarer Operationen:
® Nyt (n) =7 - Nuie(n/2)
® Nadgd(n) =7 Nagd(n/2) +18 - (n/2)® =7 Nagq(n/2) +4.5 - n?

w Fiir den Fall n = 2* ergibt sich:

Nmult(zk) =7 Nmult(zk_l) =7-7- Nmult(zk_z) =
75 = (QlogTyk Z plogy7 5 2807

 analog N,q4(n) € ©(n'°8:7)

a Gesamtzahl elementarer Operationen ist also in
@(nlog2 7) + @(nlog2 7) — @(nlog2 7) ~ @(n2.807‘..)
besser als n® fiir grofle n'!
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Matrizenmultiplikation — geht es noch schneller? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

u Coppersmith und Winograd (1990): O (n?376-)
w der konstante Faktor ist grof3

w Virginia Vassilevska Williams (2012, 2020): noch ein bisschen schneller

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 54/61
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Matrizenmultiplikation — geht es noch schneller?

GBI — Grundbegriffe der Informatik

<t

Karlsruher Institut fur Technologie

u Coppersmith und Winograd (1990): O (n?376-)
w der konstante Faktor ist grof3

w Virginia Vassilevska Williams (2012, 2020): noch ein bisschen schneller

Timeline of matrix multiplication exponent

Year
1969
1978
1979
1981
1981
1981
1986
1990
2010
2013
2014
2020
2022

(https

Bound on omega
2.8074
2.796
2.780
2.522
2517
2.496
2.479
2.3755
2.3737
2.3729
2.3728639
2.3728596
2.37188

Authors
Strassen(1]
Panftl]
Bini, Capovani, Romani!12!
Schénhage!13!
Romanil14]
Coppersmith, Winograd!15!
Strassen!26]
Coppersmith, Winograd(17!
Stothers!18]
Williams!191120]
Le Galllzl]
Alman, williams(*!

Duan, Wu, Zhou'?!

://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of _matrix_multiplication)
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Matrizenmultiplikation — geht es noch schneller?

<t

Karlsruher Institut fur Technologie

Coppersmith und Winograd (1990): O (n?376-)

w der konstante Faktor ist grof3

Virginia Vassilevska Williams (2012, 2020): noch ein bisschen schneller

Timeline of matrix multiplication exponent

Year
1969
1978
1979
1981
1981
1981
1986
1990
2010
2013
2014
2020
2022

(https

Bound on omega
2.8074
2.796
2.780
2.522
2517
2.496
2.479
2.3755
2.3737
2.3729
2.3728639
2.3728596
2.37188

Authors
Strassen(1]
Panftl]
Bini, Capovani, Romani!12!
Schénhage!13!
Romanil14]
Coppersmith, Winograd!15!
Strassen!26]
Coppersmith, Winograd(17!
Stothers!18]
Williams!191120]
Le Galllzl]
Alman, williams(*!

Duan, Wu, Zhou'?!

://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of _matrix_multiplication)

 unklar: Geniigen O (n?) Operationen?
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Teile und herrsche — engl. divide and conquer Q(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a «zerhacke» Probleminstanz in kleinere Teile

® mehr oder weniger viele
m bearbeite Teile rekursiv nach gleichen Verfahren

u konstruiere aus Teilergebnissen das
Resultat fur die urspriingliche Eingabe
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Was ist wichtig A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

m Das sollten Sie mitnehmen:
u bei algorithmischen Problemen kann man tiberraschende Dinge tun

u teile und herrsche
w Rekursionsformel fiir Abschatzung von (z. B.) Laufzeiten

m Das sollten Sie tiben:
w in dieser Vorlesung: rechnen mit O (-), ©® (+), Q (+)
u spatestens in kommenden Semestern: rekursive Algorithmen
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Asymptotisches Verhalten induktiv definierter Funktionen
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Wo sind wir? ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Asymptotisches Verhalten induktiv definierter Funktionen
Laufzeit von Teile-und-Herrsche-Algorithmen

GBI — Grundbegriffe der Informatik Mattias Ulbrich KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 58/61



Laufzeit von Teile-und-Herrsche-Algorithmen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

= manchmal
m Problem der Grofle n zerhackt
» in konstante Anzahl a von
u Teilproblemen gleicher Grofle n/b
» sinnvollerweise a > 1und b > 1
w aus Teilergebnissen Gesamtergebnis zusammengesetzt

KIT - Institut fiir Theoretische Informatik 59/61
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Laufzeit von Teile-und-Herrsche-Algorithmen ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a manchmal
a Problem der Grof3e n zerhackt

= in konstante Anzahl a von
u Teilproblemen gleicher Grofle n/b
m sinnvollerweise a > 1und b > 1

w aus Teilergebnissen Gesamtergebnis zusammengesetzt

® Abschatzung (z. B.) der Laufzeit T'(n) liefert
Zusammenang in rekursiver Form, etwa

T(n)=a'T(g) furn >1
T(1) =1
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Laufzeit von Teile-und-Herrsche-Algorithmen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a manchmal
a Problem der Grof3e n zerhackt

= in konstante Anzahl a von
u Teilproblemen gleicher Grofle n/b
m sinnvollerweise a > 1und b > 1

w aus Teilergebnissen Gesamtergebnis zusammengesetzt

® Abschatzung (z. B.) der Laufzeit T'(n) liefert
Zusammenang in rekursiver Form, etwa

T(n)=a'T(g) furn >1
T(1) =1

m (genau genommen |n/b| oder [n/b + c] oder...)
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Laufzeit von Teile-und-Herrsche-Algorithmen A“(IT

Karlsruher Institut fir Technologie

a manchmal
a Problem der Grof3e n zerhackt

= in konstante Anzahl a von
u Teilproblemen gleicher Grofle n/b
m sinnvollerweise a > 1und b > 1

w aus Teilergebnissen Gesamtergebnis zusammengesetzt
® Abschatzung (z. B.) der Laufzeit T'(n) liefert
Zusammenang in rekursiver Form, etwa
n
T(n)=a'T(E) furn >1
T(1) =1

m (genau genommen |n/b| oder [n/b + c] oder...)

m gesucht: explizite Formel fiir T(n)
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Explizite Form der Rekursionsform ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Hier: Beschriankung auf Potenzen von b, also n = b*.
T(n)=a-T (g) (n>1) (damit die Divisionen aufgehen)

T(1) =1
= Dann ist die explizite Losung T (n) = n'°8» 2,

T(b) = a*
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Explizite Form der Rekursionsform ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Hier: Beschriankung auf Potenzen von b, also n = b*.
T(n)=a-T (g) (n>1) (damit die Divisionen aufgehen)

T(1) =1
= Dann ist die explizite Losung T (n) = n'°8» 2,
f f w Beispiel: a=7,b = 2,k = 3: (Also T(n) = n'°%7s. Strassen)
T(b") =a T(8)=T(2% =7-T(2) =72 -T(2) =72 - T(1) = 7 = (2"°87)% = gloe.7
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Explizite Form der Rekursionsform A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Hier: Beschriankung auf Potenzen von b, also n = b*.
T(n)=a-T (g) (n>1) (damit die Divisionen aufgehen)

T(1) =1
= Dann ist die explizite Losung T (n) = n'°8» 2,
f f w Beispiel: a=7,b = 2,k = 3: (Also T(n) = n'°%7s. Strassen)
T(b") =a T(8)=T(2% =7-T(2) =72 -T(2) =72 - T(1) = 7 = (2"°87)% = gloe.7
» Beispiel: a = 8,b = 2,k = 3: (Also T(n) = n°%28 = n%)
T(8)=T(2*)=8-T(2}) =...=8>.
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Explizite Form der Rekursionsform A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

» Hier: Beschriankung auf Potenzen von b, also n = b*.
T(n)=a-T ( ) (n>1) (damit die Divisionen aufgehen)

T(1) =1
= Dann ist die explizite Losung T (n) = n'°8» 2,
% A a Beweis durch vollstandige Induktion
T(b ) =a ex def
w IA: Fiir k = 0 ist nl°8 @ = (p0)logr @ = T(b°).

alS:k~k+1:
IV: T(bK) = (bF)lo%ee, 7.2, T(b**) = (bF+1)logs @
Es gllt T(bk+1) exgef‘ aT(bk) l;/ a- (bk)logba — blogba . (bk)logba _
(b - (bF))logsa = (pk+lylog a
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Zusammenfassung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

a Komplexitatsmafle
u Laufzeitbedarf
u Speicherplatzbedarf

u Abschitzung asymptotischen Wachstums
«bis auf konstante Faktoren»

® nach oben mit O (+)

m nach oben und unten mit © (+)

® nach unten mit Q (-)

u Teile und Herrsche (divide and conquer)

m am Beispiel Matrixmultiplikation

w Explizite Form fiir Aufwand von Teile-und-Herrsche
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