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Aquivalenzrelationen Definition



» Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation R C M x M auf
einer Menge M, die
> reflexiv,
» symmetrisch und
> transitiv
ist.
> typischerweise
» Notation =, ~, =, oder dhnlich
» Infixschreibweise
> also
» Vx e M: x = x,
» VxeM: VyeM: x=y = y=x
> VxeM:VyeM:VzeM: x=yANy=z=—x=z
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Einfachstes Beispiel: Identitat

Id = {(x, x) | x € M} ist Aquivalenzrelation (fiir jede Menge M),
denn

> Vxe M:x=x,
> VxeM:VyeM: x=y—=y=x
>»VxeM:VyeM:VzeM: x=yNy=z=—x=7=2
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Wichtiges Beispiel: Kongruenz modulo n

> Esseine N;.
> x,y € Z heiBen kongruent modulo n, wenn
» die Differenz x — y durch n teilbar,
> also ein ganzzahliges Vielfaches von n, ist.
» Schreibweise x = y (mod n)

» Das sind Aquivalenzrelationen, denn

» Reflexivitat: x — x = 0 ist Vielfaches von n

» Symmetrie: mit x — y ist auch y — x = —(x — y) Vielfaches
von n

» Transitivitat:

» Wenn x —y = kinund y — z = kon (mit ki, ko € Z),

» dannauch x —z= (x—y)+ (y — z) = (ki + ko)n
ganzzahliges Vielfaches von n
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» durchgehendes Beispiel
» L C A* beliebige formale Sprache

» Aquivalenzrelation von Nerode =; auf der Menge A* aller
Worter so definiert: fiir alle wy, wy € A* ist

leLW2<:>(VWEA*:W1W€L<:>W2W€L)

» das muss man erfahrungsgemaB mehrfach lesen

» wp und wy genau dann aquivalent, wenn gilt:
Gleich, welches Wort w € A* man die beiden anhangt, immer
sind entweder beide, wyw und wow, in L, oder keines.
Aber ist eines in L und das andere nicht.

» Anders gesagt: wi und wy genau dann nicht =;-aquivalent,
wenn es ein Wort w € A* gibt, so dass genau eines der
Worter waw und wow in L liegt, aber das andere nicht.

Agquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode



Diskussion

» betrachte das leere Wort w = ¢
> wenn wiy =; Wo
» dann beide Worter wyw und wow in L oder beide nicht in L

> also beide Worter wy und ws in L oder beide nicht in L
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» A={a, b}
> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt
» Beispiele:
1. wy =aaaund w, = a
» Hangt man an beide Worter ein w € (ax) an,
dann sind sowohl wyw als auch waw in L.
> Hingt man ein w € (axbbx) an,
dann sind sowohl wiw als auch waw in L.
» Hangt man ein w an, das ba enthilt,
dann sind also beide nicht in L.

> Andere Moglichkeiten fiir w gibt es nicht,
also sind die beiden Woérter =;-dquivalent.
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» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. wy = aaab und w, = abb
> Hingt man ein w € (b*) an,
dann sind sowohl wyw als auch wow in L.
» Hangt man ein w an, das ein a enthilt,
dann sind also beide nicht in L.
> Andere Moglichkeiten gibt es nicht,
also sind die beiden Wérter =;-aquivalent.
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» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. w; = aaab und w, = abb: dquivalent

3. wy = aa und w, = abb
» Hingt man w = a an,
dann ist zwar wyw = aaa € L, aber wow = abba ¢ L.
> Also sind die beiden Woérter nicht =;-3quivalent.
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» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. wy = aaab und w, = abb: aquivalent
3. wy; = aa und w, = abb: nicht dquivalent
4. wy; = aba und w, = babb

> Beide ba. Egal was man anhingt,es bleibt so, d. h.
immer sind wiw ¢ L und wow ¢ L.
> Also sind die beiden Worter =;-dquivalent.
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» A= {a>b}
> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. w; = aaab und w, = abb: dquivalent
3. wy; = aa und w, = abb: nicht dquivalent
4. wyp = aba und w, = babb: dquivalent
5. wy = ab und w, = ba

» Daw; €L, aber wr ¢ L,
zeigt w = ¢, dass die beiden nicht =;-dquivalent sind.
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» A= {a>b}
> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. w1 =
2. wip =
3. wp =
4. Wy
5. wp =

aaa und wy, = a:

aaab und w, = abb:
= aa und wp, = abb:
— aba und w, = babb:

ab und wy, = ba:

dquivalent
dquivalent
nicht dquivalent
dquivalent
nicht dquivalent
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Die Nerode-Relation ist immer eine Aquivalenzrelation

Lemma
Fiir jede formale Sprache L ist =; eine Aquivalenzrelation.

Beweis
priife alle drei Eigenschaften:

> Reflexivitat: Ist wy € A*, dann gilt fiir jedes w € A*
offensichtlich: wyw € L <— wyw € L.

» Symmetrie: Fiir wy, wo € A* und alle w € A* gelte:
wiw € L <= wow € L. Dann gilt offensichtlich auch immer
wow € L <— wyw € L.

» Transitivitdt: Es seien wy, wp, w3 € A* und es moge gelten

Vwe A" mmwel<= mwel (1)
Vwe A twmw e l<= wmwel (2)

Zeige: Vw e A" :wvqw € L<—= wsw € L. ...
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» Aquivalenzklasse von x € M ist {y € M | x = y}

» Schreibweise [x]= oder einfach [x], falls = klar ist

» Faktormenge (oder Faserung) von M nach = ist
die Menge aller Aquivalenzklassen.

> Schreibweise M= = {[x]= | x € M}
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Anzahl der Aquivalenzklassen

» manchmal

> Beispiel: = fiir L = (axbx)

» genauere Betrachtung der Argumentation von vorhin zeigt:
> jedes Wort zu genau einem der Worter €, b und ba dquivalent
> Also: AjEL besteht aus drei Aquivalenzklassen:

> [ = {a¥)
> [o] = (axbbs)
> [ba] = (a*bb*a(alb)*)
» Wahl der Reprasentanten willkiirlich;
hadtten auch schreiben kdnnen:
> [aaaaa] = (ax*)
> [aabbbbb] = (a*bb*)
> [aabbaabbbal = (a*bb*a(a|b)*)
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Anzahl Aquivalenzklassen bei Nerode-Aquivalenz

» durch L induzierte Nerode-Aquivalenz kann auch unendlich
viele Aquivalenzklassen haben

» Beispiel betrachte man
L= {a"bk | k € No} .

> Ist k £ m, dann sind wy = ak und wo = a™ nicht dquivalent
» wie man durch Anhingen von w = b sieht:

» wyw = akbk € L, aber
> wow = ambk ¢ L.

» Also zumindest jedes Wort a¥, k € Ng in einer anderen
Aquivalenzklasse.

» Jede dieser Aquivalenzklassen ist aber iibrigens unendlich
groB, denn

[ak];L ={a" | x,y e NoAx —y = k}
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Eine Ahnung ...

» Fiir die reguldre Sprache L1 = (a*b*)
hat =, endlich viele Aquivalenzklassen.

> Fiir die nicht reguldre Sprache L, = {akb¥ | k € No}
hat =, unendlich viele Aquivalenzklassen.

» Fiir L; gibt es einen endlichen Akzeptor,

» fiir Ly gibt es keinen.
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Das sollten Sie mitnehmen:
» Aquivalenzrelationen

» Beispiel Nerode-Aquivalenzen

Das sollten Sie iiben:
» definierenden Eigenschaften iiberpriifen

» Anzahl Aquivalenzklassen bestimmen
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Aquivalenzrelationen auf Mengen mit , Struktur"

> Beispiel: Kongruenz modulo n auf additiver Gruppe Z (oder
Ring 7

» Frage: Wie dndern sich Funktionswerte, wenn man Argumente
durch aquivalente ersetzt?
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Vertraglichkeit mit einstelligen Funktionen und bindren Operationen

» Sei = Aquivalenzrelation auf M und f : M — M eine
Abbildung.

> = ist mit f vertraglich, wenn fiir alle x1, xo € M gilt:

x1=x = f(x1) = f(x) .

» Sei = Aquivalenzrelation auf M und o eine binire Operation
Menge M.

» = ist mit o vertraglich, wenn fiir alle x;,x; € M und alle
y1,y2 € M gilt:

XI=EXAY1=y2==X10y1 =Xx20)2.
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Vetraglichkeit: Beispiel modulo

» Aquivalenz ,modulo n".

» Diese Relationen sind mit Addition, Subtraktion und
Multiplikation vertraglich.

» Beispiel: ist

x1 = xp (mod n) also x3 —xo = kn

und  y; = y» (mod n) also y1 —y>=mn

dann auch
(xi4+y1)—(e+y)=01—x)+ (1 —y2)=(k+m)n.
mit anderen Worten

x1+y1=x2+y> (modn).
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Vetraglichkeit: Beispiel Nerode—AquivaIenzen

» Sei w' € A* beliebig.
» Sei f,,, : A* — A* die Abbildung, die w’ anhingt, also
fwr (V) = vw/'.

» Behauptung: =, ist mit f,,» vertraglich ist, d.h.:
Ywi,wo € A" twy =1 wo = mw' =, won/

» Zeige: Wenn wy =; wy ist, dann ist auch wiw’ =; wow'.
» Also: fiir alle w € A* gielte wiw € L <= wow € L.

> Zeige: fir alle v € A* gilt: (wyw')v € L <= (wow')v € L.
fiir beliebiges v € A* gilt:

(mw')v € L <= wi(w'v) e L
= w(w'v)elL weil wi =; wp
— (maw')velL.
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Kongruenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation, die mit allen gerade interessierenden
Funktionen oder/und Operationen vertraglich ist, nennt man auch
eine Kongruenzrelation.
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

>

>

L eine beliebige formale Sprache L C A*.

fiir jedes x € A ist die Abbildung f, : A* — A* : w — wx mit
=, vertraglich.

Wir schreiben nun einmal hin:

Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 28,/35
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

» L eine beliebige formale Sprache L C A*.

» fiir jedes x € A ist die Abbildung £, : A* — A* : w — wx mit
=, vertraglich.

» Wir schreiben nun einmal hin:

» Ist das in Ordnung?
» Huch? Wo kann ein Problem sein?
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (2)

» Versuch Abbildung zu definieren, die Aquivalenzklasse auf
Aquivalenzklasse abbildet.

» Aber [w] enthilt ja im allgemeinen nicht nur w, sondern noch
viele andere Worter.

» Zum Beispiel hatten wir uns weiter vorne iiberlegt, dass im
Fall L = (axb*) die Worter ¢, a, a2, a3, usw. alle in einer
Aquivalenzklasse liegen.

> also [g] = [a] =[a%] = - -.

» damit [w] — [wx] wirklich eine Definition ist,
die fiir jedes Argument eindeutig einen Funktionswert festlegt,

> sollte bitte auch [ex] = [ax] = [a®x] = - -+ sein.

» Aha: Das sichert gerade die Vertraglichkeitsbedingung zu!

W1 =L Wp == W1X = WaX
also w1 = wo = fi(w1) = f(w2)
also  [w1] = [wo] = [fi(w1)] = [f(w2)]
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Induzierte Abbildungen fiir Aquivalenzklassen

Allgemein gilt: Wenn = mit f : M — M vertraglich ist, dann ist
FloMp= — M= f/([x]) = [f(x)]

wohldefiniert.
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Ein letzter Blick auf die Nerode-Aquivalenzen (1)

> sei L eine formale Sprache, fiir die =; nur endlich viele
Aquivalenzklassen hat.

» schreibe abkiirzend Z = A*EL
> definiere
f:ZxA— Z:f([w],x)=[wx]
» Diese Abbildung ist wohldefiniert.
» Die Erinnerung an endliche Akzeptoren ist kein Zufall.

» Legt man ndmlich noch fest

» zp = [¢] und
» F—{w]|we L)

» dann hat man einen endlichen Akzeptor, der genau L erkennt.

» Uberlegen Sie sich das!
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Ein letzter Blick auf die Nerode-Aquivalenzen (2)

Ohne Beweis nehme man bitte noch zu Kenntnis:

» Fiir jede reguldre Sprache hat =; nur endlich viele
Aquivalenzklassen.

» Der gerade konstruierte Akzeptor ist unter allen, die L
erkennen, einer mit minimaler Zustandszahl.

» Dieser endliche Akzeptor ist bis auf Isomorphie (also
Umbenenung von Zusténden) sogar eindeutig.
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Das sollten Sie mitnehmen:
» Kongruenzrelationen: Vertraglichkeit
» induzierte Abbildungen/Operationen fiir Aquivalenzklassen

» Nerode-Aquivalenzen liefern minimale Akzeptoren

Das sollten Sie iiben:

» mit Aquivalenzklassen rechnen
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