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bitte alle einsteigen

Tiiren schlieBen
anschnallen

Sitzlehnen aufrecht stellen
und so weiter

und so fort

Wie weit in die Vergangenheit kann man reisen und
findet noch etwas, was mit Informatik zu tun hat?
(jenseits von Zihlen und Zahlen)
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... da waren wir. ..

> Zeit: circa 825-830
» Ort: Bagdad, Haus der Weisheit

> wir treffen ...
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Bildquelle: http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Abu_Abdullah_Muhammad_bin_Musa_al-Khwarizmi.jpg
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... da waren wir. ..

> Zeit: circa 825-830
» Ort: Bagdad, Haus der Weisheit

» wir treffen

» Muhammad ibn Musa al-Khwarizmt
» geboren ca. 780

in Khiva (heute Usbekistan)

oder Qutrubbull (heute Iran)
» gestorben ca. 850

Bildquelle: http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Abu_Abdullah_Muhammad_bin_Musa_al-Khwarizmi.jpg
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Zwei wichtige Schriften von al-Khwarizmt (1)

» ca. 830 (?): Buch

> Titel:
»Al-Kitab al-mukhtasar fr hisab al-gabr wa'l-muqgabala® oder
»Al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-muqgabala“.

» auf Deutsch:
»Das kurzgefasste Buch zum Rechnen durch Ergidnzung und
Ausgleich”

» Aus ,al-gabr" bzw. , al-jabr* entstand spater das Wort Algebra.

» Inhalt des Buches unter anderem: Lésen quadratischer
Gleichungen mit einer Unbekannten.
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Zwei wichtige Schriften von al-Khwarizmt (2)

> ca. 825 (77)
» Titel vielleicht , Kitab al-Jam' wa-I-tafriq bi-hisab al-Hind*“
» auf Deutsch: “Uber das Rechnen mit indischen Ziffern*.
» al-Khwarizi fiihrt u. a. die aus dem Indischen stammende Zahl
Null in das arabische Zahlensystem ein ...
> nur noch Ubersetzungen z. B. auf Lateinisch, 12. Jhdt (?):

> kein Titel bekannt, Vermutung:
>, Algoritmi de numero Indorum" oder
>, Algorismi de numero Indorum* o. &.

» also ein Buch ,,von Al-gorismi liber die indischen Zahlen".
» Das , i am Ende von , Algorismi* spater falschlicherweise als
Pluralendung des Wortes Algorithmus angesehen.
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Losen einer Sorte quadratischer Gleichungen nach al-Khwarizmt (1)

» gegeben: quadratische Gleichung der Form
x4+ bx=c mit b>0und c >0

» Dann kann man laut al-KhwarizmT die positive Losung dieser
Gleichung bestimmen, indem man nacheinander rechnet:

h b/2 (1)
q  h (2)
s« c+gq (3)
w /s (4)
X4 w—h (5)

Algorithmusbegriff L6sen einer Sorte quadratischer Gleichungen



Losen einer Sorte quadratischer Gleichungen nach al-Khwarizmt (2)

» Rechnung:

h b2 (1)
g I (2)
s<c+gq (3)
IREN (4)
X< w—h (5)

v

wir schreiben hier Zuweisungen in der Form

(Variablenname) < (arithmetischer Ausdruck)

v

Zuweisungen alle ,ausfiihrbar®, da rechts nur Eingaben b und
¢ benutzt und Variablen, die schon einen Wert haben.

v

keine Ungliicke: s ist nie negativ.

v

am Ende hat x immer einen Wert, der die quadratische
Gleichung x? + bx = c erfillt.
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Algorithmusbegriff informell

Eigenschaften des eben gezeigten Algorithmus:

>

Algorithmus besitzt endliche Beschreibung

(ist also ein Wort iiber einem Alphabet).
Beschreibung besteht aus elementaren Anweisungen;
jede offensichtlich effektiv in einem Schritt ausfiihrbar

Determinismus: nachste elementare Anweisung stets eindeutig
festgelegt, nur auf Grund von

» schon berechneten Ergebnissen und
» zuletzt ausgefiihrter elementare Anweisung

Aus endlicher Eingabe wird endliche Ausgabe berechnet.

Dabei werden endliche viele Schritte gemacht,
d. h. nur endlich oft eine elementare Anweisung ausgefiihrt.

Der Algorithmus funktioniert fiir beliebig groBe Eingaben.

Die Nachvollziehbarkeit/Verstandlichkeit des Algorithmus
steht fiir jeden (mit der Materie vertrauten) auBer Frage.
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Diskussion des informellen Algorithmusbegriffs

» obige Forderungen sind plausibel aber informell:

» Was soll z. B. ,, offensichtlich effektiv ausfiihrbar” heiBen?
» Fiir harte Beweise bendtigt man einen praziseren
Algorithmusbegriff.
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Diskussion des informellen Algorithmusbegriffs

» obige Forderungen sind plausibel aber informell:
» Was soll z. B. ,, offensichtlich effektiv ausfiihrbar” heiBen?
» Fiir harte Beweise bendtigt man einen praziseren
Algorithmusbegriff.

» Es hat sich herausgestellt, dass auch Verallgemeinerungen des
oben skizzierten Algorithmenbegriffes interessant sind. Dazu
gehoren zum Beispiel:

> randomisierte Algorithmen:
Zufallsereignisse haben Einfluss auf die Fortsetzung eines
Algorithmus

» Online-Algorithmen:
die Eingaben stehen nicht alle zu Beginn zur Verfligung,
sondern erst nach und nach, und

> nicht terminierende sondern unendlich lange laufende
Algorithmen (z. B. Ampelsteuerung)

> usw. ...

Algorithmusbegriff Zum informellen Algorithmusbegriff



Uberblick

Algorithmusbegriff

Korrektheit des Algorithmus zur Lésung von x? 4 bx = ¢

Algorithmusbegriff Korrektheit des Algorithmus zur Lésung von X2 4 bx = cla/42



Beweis von al-Khwarizmt

Algorithmusbegriff Korrektheit des Algorithmus zur Lésung von X% + b



Beweis von al-Khwarizmt

(b/4)x b/4
gy Py
N x2 N4
(b/4)x b/4
b/4 b/4
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Beweis von al-Khwarizmt

b/4

b/4

b/4 b/4

x24+bx=c
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Beweis von al-Khwarizmi

b/4

b/4

b/4 b/4
x2+bx=c

4.p2/16 = b?/4 = q
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Beweis von al-Khwarizmt

b/4

b/4

b/4 b/4
x>+ bx=c
4-b°/16 =b*/4=¢q
c+q=(b/4+x+ b/4)?
Vet qg—b/2=x

Algorithmusbegriff Korrektheit des Algorithmus zur Lésung von X% 4 bx = cl5/42



Beweis durch Nachrechnen

J/ b>0Ac>0
h <+ b/2

/ h=0b/2
g« W

/| q=1b/4

s<c+gq

J s=c+b*/4

w /s

| w=/c+b?/4

X+ w-—h

J x=+/c+b2]4—bJ2

J X%+ bx = (\/c+ b2/4 — b/2)> + b(y/c + b2/4 — b/2)

J X} +bx=c+ b?/4—b\/c+ b2]4+ b?/4+ b\/c+ b4 — 1?/2)

J x>+ bx=c
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Beweis durch Nachrechnen

/ b>0Ac>0
h<+ b/2

J h=b/2

q « W

/ q=b%/ANh=b/2

Ss<c+q

J s=c+b>/4Nh=b/2

w /s

J w=+/c+b2/ANh=b/2

X4+ w-—h

J x=+/c+b2]4—bJ2

J X%+ bx = (\/c+ b2/4 — b/2)> + b(\/c + b2/4 — b/2)
J X2+ bx=c+b?/4—b\/c+ b2]4+ b?/4+ b\/c + b4 — b?)2)

J x2+bx=c

Algorithmusbegriff Korrektheit des Algorithmus zur Lésung von X% 4 bx = cl7/42



Uberblick

Algorithmusbegriff

Wie geht es weiter?
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Wie geht es weiter ... in dieser Vorlesung und in anderen ...~

> in dieser Vorlesung nur andeutungsweise z. B.: Wie kann man
sich allgemein von der Richtigkeit solcher Folgen von
Rechnungen iiberzeugen?
» Ansitze fiir die Verifikation von Algorithmen
» Dafiir braucht man aber
> einen prazisen Algorithmenbegriff,
» eine prazise Spezifikation von , Verhalten" eines Algorithmus
> Schlagwort Semantik

» eine prazise Spezifikation von , was ist richtig"

» prazise Methoden, um z. B. zu beweisen, dass das Verhalten
eines Algorithmus der Spezifikation geniigt.

» Dazu kommt in allen Fallen auch eine prazise Notation, die
zumindest bei der Verarbeitung durch Rechner nétig ist.

Algorithmusbegriff Wie geht es weiter?
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Wie geht es weiter ... 7 (2)

Weitere Punkte, die zum Teil schon in dieser Vorlesung:

» Prazisierungen des Algorithmenbegriffes:
» Sie kennen inzwischen z. B. Grundziige einer
Programmiersprache.

> praktisch, wenn man tatsdchlich Algorithmen so aufschreiben
will, dass sie ein Rechner ausfiihren kdnnen soll.

» unpraktisch, wenn man z. B. beweisen will, dass ein
bestimmtes Problem durch keinen Algorithmus geldst werden
kann.

» einfachere Modelle wie Registermaschinen oder
Turingmaschinen

Algorithmusbegriff Wie geht es weiter? 20/42



Wie geht es weiter ... 7 (3)

Weitere Punkte, die Sie spater sehen werden:
» prazise Notationen fiir ,,das richtige Verhalten”

» Zusicherungen: logische Formeln, die Aussagen iiber
(Zusammenhinge zwischen) Variablen machen

> prazise Methoden, um zu beweisen, dass ein Algorithmus ,,das
Richtige tut”

» Schlagworte schwéichste Voorbedingung, Schleifeninvarianten

» prazise Notationsmoglichkeiten, um Aufgaben dem Rechner
ibertragen zu konnen
» Wie legt man fest, was syntaktisch korrekt ist?
» Wie stellt man fest, ob etwas syntaktisch korrekt ist?
» Schlagwort formale Sprachen
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Uberblick

Algorithmusbegriff

Algorithmus zur Multiplikation nichtnegativer ganzer Zahlen
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Mathematisches Vorgeplankel

Definiere zwei bindre Operationen div und mod fiir x, y € Np:

> x mod y
der Rest der ganzzahligen Division von x durch y
also stets: 0 < x mod y < y

> x div y
das Ergebnis der ganzzahligen Division von x durch y.

» Daher gilt fiir x, y € Ny stets:

x=y-(xdivy)+(x mod y)

Algorithmusbegriff Algorithmus zur Multiplikation nichtnegativer ganzer Zahlen23/42



/| Eingaben: a € Gg, b € Ny
Py« 0

Xo+ a

Yo+ b

xg < Xop mod 2

/| — Algorithmusstelle — i = 0
P+ Py+x0-Yp

X1 < Xp div 2

Y1+ 2-Y)

x; < X1 mod 2

/| — Algorithmusstelle — i =1

Algorithmusbegriff

Algorithmus

/| — Algorithmusstelle — j =1
Py« Pi+x- Vi

Xz < Xi div 2

Yo+ 2-Y]

Xp 4— X mod 2

/| — Algorithmusstelle — j = 2
Ps+ Pr+x-Ys

X3+ Xz div 2

Y32-Y

x3 <— X3 mod 2

/| — Algorithmusstelle — / =3

Algorithmus zur Multiplikation nichtnegativer ganzer Zahlen24/42



Beispielrechnung

Esseia=6und b=9

PI Xi Yl Xj
i=0 6 9 0
= 0 3 18 1
i=2 18 1 36 1
i=3 54 0 72 0
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Beispielrechnung

Esseia=6und b=9

P Xi Yi X
i=0 6 9 0
| = 0 3 18 1
i =2 18 1 36 1
i=3 54 0 72 O

» Am Ende ist Ps =54 =a-b

» Wollen beweisen: Das klappt immer!
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Anndherung an einen Korrektheitsbeweis

P3 wird mit Hilfe von P, ausgerechnet.

v

Also sollte man auch etwas iiber P> wissen.

v

v

und iiber P auch, usw.

v

Analog sollte man am besten etwas iiber alle X; und Y; wissen.
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Anndherung an einen Korrektheitsbeweis

» P3 wird mit Hilfe von P, ausgerechnet.
» Also sollte man auch etwas liber P> wissen.
» und tber Py auch, usw.

» Analog sollte man am besten etwas iiber alle X; und Y; wissen.

» Angenommen, es gelingt uns, , etwas Passendes”
hinzuschreiben,

» d. h. logische Formeln A;, die Aussagen iiber die
interessierenden Werte P;, x;, X; und Y; machen.

» Was dann?
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Anndherung an einen Korrektheitsbeweis

» P3 wird mit Hilfe von P, ausgerechnet.
» Also sollte man auch etwas liber P> wissen.
» und tber Py auch, usw.

» Analog sollte man am besten etwas iiber alle X; und Y; wissen.

» Angenommen, es gelingt uns, , etwas Passendes”
hinzuschreiben,

» d. h. logische Formeln A;, die Aussagen iiber die
interessierenden Werte P;, x;, X; und Y; machen.

» Was dann?

» vollstindige Induktion
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Annaherung an einen Korrektheitsbeweis (2)

» Problem:
Induktionsbeweise sind am Anfang schon schwer genug.
» Aber miissen wir auch erst noch Aussagen A; finden,

» die wir erstens beweisen kdnnen, und
» die uns zweitens zum gewiinschten Ziel fiihren.
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Annaherung an einen Korrektheitsbeweis (2)

» Problem:

Induktionsbeweise sind am Anfang schon schwer genug.
» Aber miissen wir auch erst noch Aussagen A; finden,

» die wir erstens beweisen kdnnen, und
» die uns zweitens zum gewiinschten Ziel fiihren.

» Passende Aussagen zu finden

ist nicht immer ganz einfach

und Ubung ist sehr(!) hilfreich.

» Hinweise durch Wertetabelle:

Pi XI Y/ Xi
i=0 0 6 9 0
I = 0 3 18 1
i=2 18 1 36 1
i=3 54 0 72 0

Algorithmusbegriff
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Anndherung an einen Korrektheitsbeweis (3)

» Herumspielen liefert, dass jedenfalls im Beispiel fiir jedes
i € G4 die folgende Aussage wahr ist:

VieGy: X;-Yi+Pi=a-b

» Das formen wir noch in eine Aussage fiir alle nichtnegativen
ganzen Zahlen um:

VieNg:i<d=X;-Y;+P;=a-b
Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion die Formel
VieNg: A;
wobei A; die Aussage ist:

i<4d= X;-Yi+Pi=a-b.
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Korrektheitsbeweis (1)

Induktionsanfang i = O:
Aufgrund der Initialisierungen der Variablen ist klar:

XoYo+Py=ab+0=ab.

Also gilt: 0 <4 = XoYo + Py = ab
Induktionsvoraussetzung:
fiir ein beliebiges aber festes i gelte

i<4= X;-Y;+Pi=a-b
Induktionsschluss i — i 4+ 1: zu zeigen:

i+1<4:>X,-+1-Y,-+1+P,-+1:a~b
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Korrektheitsbeweis (2)

Induktionsvoraussetzung:
i<4d=—= X;-Y;+Pi=a-b
Induktionsschluss i — i + 1:
Zeige: i+1< 4= Xj31-Yiyx1+Piy1=a-b.
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Korrektheitsbeweis (2)

Induktionsvoraussetzung:
i<4d=—= X;-Y;+Pi=a-b
Induktionsschluss i — i + 1:
Zeige: i+1< 4= Xj31-Yiyx1+Piy1=a-b.
» Wenn /41 < 4, dann auch 7 < 4 und nach Ind.vor. gilt:
Xi-Yi+P,=a-b.
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Korrektheitsbeweis (2)

Induktionsvoraussetzung:
i<4d=—= X;-Y;+Pi=a-b
Induktionsschluss i — i + 1:
Zeige: i+1< 4= Xj31-Yiyx1+Piy1=a-b.
» Wenn /41 < 4, dann auch 7 < 4 und nach Ind.vor. gilt:
Xi-Yi+P,=a-b.
» Wir rechnen nun:
Xit1- Yig1 + Piy1 = (X,' div 2) 2Yi+ P+ x Y
= (X; div 2) - 2Y; + P; + (X; mod 2)Y;
= (2(X; div 2) + (X; mod 2))Y; + P;
=XYi+ P
=ab.
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Korrektheitsbeweis (2)

Induktionsvoraussetzung:
i<4d=—= X;-Y;+Pi=a-b
Induktionsschluss i — i + 1:
Zeige: i+1< 4= Xj31-Yiyx1+Piy1=a-b.
» Wenn /41 < 4, dann auch 7 < 4 und nach Ind.vor. gilt:
Xi-Yi+P,=a-b.
» Wir rechnen nun:
Xit1- Yig1 + Piy1 = (X,' div 2) 2Yi+ P+ x Y
= (X; div 2) - 2Y; + P; + (X; mod 2)Y;
= (2(X; div 2) + (X; mod 2))Y; + P;
=XYi+ P
=ab.
» erste beiden Gleichheiten wegen der Zuweisungen im
Algorithmus,

> vierte wegen Gleichung aus ,,mathematischem Vorgeplankel“,
> die letzte nach Induktionsvoraussetzung.
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Korrektheitsbeweis (3): das fehlende Puzzlestiick

» Wissen wir nun, dass am Ende des Algorithmus P; = ab ist?

Algorithmusbegriff Algorithmus zur Multiplikation nichtnegativer ganzer Zahlen31/42



Korrektheitsbeweis (3): das fehlende Puzzlestiick

» Wissen wir nun, dass am Ende des Algorithmus P; = ab ist?
» Nein: bisher nur bewiesen, dass P3 + X3Y3 = ab

Algorithmusbegriff Algorithmus zur Multiplikation nichtnegativer ganzer Zahlen31/42



Korrektheitsbeweis (3): das fehlende Puzzlestiick

Wissen wir nun, dass am Ende des Algorithmus P3 = ab ist?
Nein: bisher nur bewiesen, dass P3 + X3Y3 = ab
Wertetabelle zeigt, dass im Beispiel aber X3 = 0.

Beweisen wir, dass auch das fiir alle Eingaben a € Gg und
b € Ny gilt. Wie?

vV v VY
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Korrektheitsbeweis (3): das fehlende Puzzlestiick

» Wissen wir nun, dass am Ende des Algorithmus P; = ab ist?
» Nein: bisher nur bewiesen, dass P3 + X3Y3 = ab
> Wertetabelle zeigt, dass im Beispiel aber X3 = 0.
» Beweisen wir, dass auch das fiir alle Eingaben a € Gg und
b € Np gilt. Wie?
» Beobachtung: Die X; werden der Reihe nach immer kleiner.

» Und zwar immer um mindestens die Halfte, denn
X,' div 2 < X,/2
» Mit anderen Worten:
XO <a
X1 < X0/2 < 3/2
X2 S X1/2 S 3/4

» Wie man die Piinktchen weg bekommt wissen wir schon:
vollstandige Induktion
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Korrektheitsbeweis (4): das fehlende Puzzlestiick

» Die Induktion ist so einfach ist, dass wir ihn hier schon nicht
mehr im Detail durchfiihren miissen.

> Ergebnis '
VieNg:i<4= X;<a/2".

» Insbesondere ist also X, < a/4.

» Nach Voraussetzung ist a < 8

» folglich X, < 8/4 = 2.

» Da X, eine ganze Zahl ist, ist X; < 1.

» Und daher ist immer das zuletzt berechnete

X3:X2div2:0.
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Uberblick

Algorithmusbegriff

Multiplikationalgorithmus mit einer Schleife
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Der Algorithmus, anders aufgeschrieben

Die Indizes sind gar nicht wichtig:

/| Eingaben: a € Gg, b € Ny /| — Algorithmusstelle — i =1
P<+0 P+—P+x-Y

X<+ a X + X div 2

Y+ b Y2.Y

x ¢ X mod 2 x = X mod 2

/| — Algorithmusstelle — i = 0 /| — Algorithmusstelle — j = 2
P+—P+x-Y P+—P+4+x-Y

X + X div 2 X X div 2

Y«—2.Y Y«2.Y

x ¢ X mod 2 x <= X mod 2

/| — Algorithmusstelle — i =1 /| — Algorithmusstelle — / = 3
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for-Schleifen

» dreimal exakt der gleiche Algorithmustext

» das kirzen wir ab:

for (Schleifenvariable) <— (Startwert) to (Endwert) do
(sogenannter Schleifenrumpf, der)

(aus mehreren Anweisungen bestehen darf)
od

» Bedeutung:

» Schleifenrumpf wird nacheinander fiir jeden Wert der
(Schleifenvariable) durchlaufen

> als erstes fiir den (Startwert)

» Bei jedem weiteren Durchlauf wird die (Schleifenvariable)
um 1 erhdht.

» Der letzte Durchlauf findet fiir den (Endwert) statt.

» Falls (Endwert) < (Anfangswert),
wird der Schleifenrumpf iiberhaupt nicht durchlaufen.

Algorithmusbegriff Multiplikationalgorithmus mit einer Schleife



Multiplikationalgorithmus mit for-Schleife

/| Eingaben: a € Gg, b € Ny
X+ a
Y <« b
P<+0
x + X mod 2
for i < 0 to 2 do
J — Algorithmusstelle — j
P—P+x-Y
X+ X div 2
Y—2.Y
x <— X mod 2
/| — Algorithmusstelle — i + 1
od
/| Ergebnis: P=a-b
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Bedeutung des Induktionsbeweises fiir die Schleifenschreibweise

» Entfernen der Indizes aus den Aussagen
A P+ X;Y;=ab

> liefert
P+ XY =ab

> Alle sehen gleich aus!
» A; war Aussage dariiber, was ,,an Algorithmusstelle /" gilt.
» Das bedeutet nun: nach i Schleifendurchldufen bzw.

vor dem j + 1-ten Schleifendurchlauf.
» Bewiesen: Aus der Giiltigkeit von A; folgt die von A;1.
» Wir haben also gezeigt:

Wenn die Aussage P + XY = ab vor dem ein-

maligen Durchlaufen des Schleifenrumpfes gilt,
dann gilt sie auch hinterher wieder.

> Diese Aussage ist eine sogenannte Schleifeninvariante.
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Schleifeninvariante

» Der Induktionsanfang war nichts anderes als der Nachweis,
dass die Schleifeninvariante vor dem ersten Betreten der
Schleife stets gilt.

» Der Induktionsschritt war der Nachweis, dass die Wahrheit der
Schleifeninvariante bei jedem Durchlauf erhalten bleibt.
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Schleifeninvariante

» Der Induktionsanfang war nichts anderes als der Nachweis,
dass die Schleifeninvariante vor dem ersten Betreten der
Schleife stets gilt.

» Der Induktionsschritt war der Nachweis, dass die Wahrheit der
Schleifeninvariante bei jedem Durchlauf erhalten bleibt.

» Also:
» Wenn die Schleife jemals zu einem Ende kommt
» und etwas anderes ist bei einer for-Schleife wie eben
beschrieben gar nicht moglich,
» dann gilt die Schleifeninvariante auch zum Schluss.
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Verallgemeinerung des Algorithmus fiir beliebig groBe Eingaben a

» Wir wollen, dass der Algorithmus fiir alle a € Ny funktioniert.
» Wo wurde die Bedingung a < 8 verwendet?
» nur an einer Stelle: beim Nachweis, dass X3 = 0 ist.

» Fiir z.B. a = 4711 ist man natirlich nach drei
Schleifendurchlaufen noch nicht bei X = 0.

» Dafiir muss man ofter den Wert X halbieren.

» Es ist also eine groBere Anzahl n von Schleifendurchliufen
notwendig.

> Wieviele? Man betrachte noch einmal Ungleichung
X,' < a/2i

» Man ist fertig, wenn vor dem letzten Durchlauf gilt: X,_1 < 1.
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Verallgemeinerung des Algorithmus fiir beliebig groBe Eingaben a (2)

> X,_1 <1 gilt, wenn

a/2"t <1
also a<2mt
also n—1>log,a
also n>1+log,a
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Verallgemeinerung des Algorithmus fiir beliebig groBe Eingaben a (3)

/| Eingaben: a € Ng, b € Ng

X< a

Y~ b

P+0

x < X mod 2

n < 1+ [log,al

for i< 0ton—1do
P+—P+x-Y
X + X div 2
Y+2.Y
x < X mod 2

od

/| Ergebnis: P=a-b
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Das sollten Sie mitnehmen:
» informeller Algorithmusbegriff

» Andeutungen von Fortsetzungen der Vorlesung und des
Studiums

» Schleifeninvarianten

» Induktionsbeweise niitzlich fiir Korrektheitsnachweis von
Schleifen

Das sollten Sie liben:
» Schleifeninvarianten finden
» Wertetabellen kdnnen helfen

» Korrektheitsbeweise finden
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