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Aquivalenzrelationen Definition



» Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation R C M x M auf
einer Menge M, die
» reflexiv,
» symmetrisch und
> transitiv
ist.
> typischerweise
» Notation =, ~, =, oder dhnlich
> Infixschreibweise
> also
» VxeM:x=x,
»VxeM:VyeM: x=y—y=x
»VxeM:VyeM:VzeM: x=y Ny=z=—x=2z

Aquivalenzrelationen Definition



Einfachstes Beispiel: Identitat

I = {(x,x) | x € M} ist Aquivalenzrelation (fiir jede Menge M),
denn

» Vx e M:x=x,
> VxeM:VyeM: x=y—=y=x
>»VxeM:VyeM:VzeM: x=yNy=z=—x=72

Aquivalenzrelationen Definition



Wichtiges Beispiel: Kongruenz modulo n

» Esseine N;.
> x,y € 7Z heiBen kongruent modulo n, wenn

» die Differenz x — y durch n teilbar,
> also ein ganzzahliges Vielfaches von n, ist.

» Schreibweise x = y (mod n)

» Das sind Aquivalenzrelationen, denn
» Reflexivitat: x — x = 0 ist Vielfaches von n
» Symmetrie: mit x — y ist auch y — x = —(x — y) Vielfaches
von n

» Transitivitat:
» Wenn x —y = kinund y — z = kon (mit ki, ko € Z),
» dannauchx—z=(x—y)+(y —z) = (ki + ko)n

ganzzahliges Vielfaches von n

Aquivalenzrelationen Definition
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v

L C A* beliebige formale Sprache

Aquivalenzrelation von Nerode =; auf der Menge A* aller
Worter so definiert: fiir alle wy, wy € A* ist

leLW2<:>(VWEA*:W1W€L<:>W2W€L)

das muss man erfahrungsgemaB mehrfach lesen

wi und wy genau dann dquivalent, wenn gilt:

Gleich, welches Wort w € A* man die beiden anhangt, immer
sind entweder beide, wyw und wow, in L, oder keines.

Aber ist eines in L und das andere nicht.

Anders gesagt: wy und w;, genau dann nicht =;-aquivalent,
wenn es ein Wort w € A* gibt, so dass genau eines der
Worter waw und wow in L liegt, aber das andere nicht.

Aquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode



Diskussion

betrachte das leere Wort w = ¢

v

> wenn wyp =; wp

v

dann beide Wérter wyw und wow in L oder beide nicht in L

v

also beide Worter wy und ws in L oder beide nicht in L

Aquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode



» A={a, b}
> L= (axbx) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt
» Beispiele:
1. wy =aaaund w, = a
» Hingt man an beide Worter ein w € (a*) an,
dann sind sowohl wyw als auch waw in L.
» Hingt man ein w € (a*bb*) an,
dann sind sowohl wiw als auch waw in L.
» Hangt man ein w an, das ba enthilt,
dann sind also beide nicht in L.

> Andere Mdglichkeiten fiir w gibt es nicht,
also sind die beiden Wérter =;-dquivalent.

Aquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode



» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. wy; = aaab und w, = abb
» Hingt man ein w € (b%) an,
dann sind sowohl wyw als auch wow in L.
» Hangt man ein w an, das ein a enthilt,
dann sind also beide nicht in L.
> Andere Moglichkeiten gibt es nicht,
also sind die beiden Wérter =;-aquivalent.

Aquivalenzrelationen von Nerode
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» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. w; = aaab und w, = abb: dquivalent

3. wy = aa und w, = abb
» Hangt man w = a an,
dann ist zwar wyw = aaa € L, aber wow = abba ¢ L.
> Also sind die beiden Worter nicht =;-aquivalent.

Aquivalenzrelationen von Nerode
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» A={a, b}

> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. wyp = aaab und w; = abb: aquivalent
3. wy; = aa und w, = abb: nicht dquivalent
4. wy; = aba und w, = babb

> Beide ba. Egal was man anhangt,es bleibt so, d. h.
immer sind wiw ¢ L und wow ¢ L.
> Also sind die beiden Worter =,-3quivalent.

Aquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode



» A={a, b}
> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. wy = aaa und wp, = a: dquivalent
2. w; = aaab und w, = abb: dquivalent
3. wy; = aa und w, = abb: nicht dquivalent
4. wyp = aba und w, = babb: dquivalent
5. wy = ab und w, = ba

» Daw, €L, aber wr» ¢ L,
zeigt w = ¢, dass die beiden nicht =;-dquivalent sind.
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» A={a, b}
> L = (axb*) C A*
alle Worter, in denen nirgends das Teilwort ba vorkommt

» Beispiele:
1. w1 =
2. wip =
3. wp =
4. Wy
5. wp =

aaa und wp, = a:

aaab und w, = abb:
= aa und w, = abb:
— aba und w, = babb:

ab und wy, = ba:

dquivalent
dquivalent
nicht dquivalent
dquivalent
nicht dquivalent

Aquivalenzrelationen
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Die Nerode-Relation ist immer eine Aquivalenzrelation

Lemma
Fiir jede formale Sprache L ist =; eine Aquivalenzrelation.

Beweis
priife alle drei Eigenschaften:

> Reflexivitat: Ist wy € A*, dann gilt fiir jedes w € A*
offensichtlich: wyw € L <— wyw € L.

» Symmetrie: Fiir wy, wo € A* und alle w € A* gelte:
wiw € L <= wow € L. Dann gilt offensichtlich auch immer
wow € L <— wyw € L.

» Transitivitdt: Es seien wy, wp, w3 € A* und es moge gelten

Vwe A" mmwel<= mwel (1)
Vwe A" tmw e l<= mw el (2)

Zeige: Vw € A" :wvqiw € L<—= wsw € L. ...

Aquivalenzrelationen Aquivalenzrelationen von Nerode
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Bild einer Aquivalenzrelation
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Bild einer Aquivalenzrelation
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» Aquivalenzklasse von x € M ist {y € M | x = y}

» Schreibweise [x|= oder einfach [x], falls = klar ist

> Faktormenge (oder Faserung) von M nach = ist
die Menge aller Aquivalenzklassen.

» Schreibweise M= = {[x]= | x € M}

Aquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 16/77



Beispiel: Aquivalenzklassen von Kongruenz modulo 2

v

schreiben kurz =,

> x =5 y genau dann, wenn x — y durch 2 teilbar,
also

> je zwei gerade Zahlen sind dquivalent

v

zwei Aquivalenzklassen
> [0]=1{...,-4,-2,0,2,4,...}
> [1]={..,-5-3-1,135,...}

v

statt Z/=, schreibt man oft Z,
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Beispiel: Aquivalenzklassen von Kongruenz modulo 2

v

schreiben kurz =,
> x =5 y genau dann, wenn x — y durch 2 teilbar,
also

> je zwei gerade Zahlen sind dquivalent
> je zwei ungerade Zahlen sind dquivalent

zwei Aquivalenzklassen
> [0]={...,-4,-2,0,2,4,...}
> [1]={..,-5-3-1,135,...}

v

v

statt Z/=, schreibt man oft Z,
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Beispiel: Aquivalenzklassen von Kongruenz modulo 2

v

schreiben kurz =,

> x =5 y genau dann, wenn x — y durch 2 teilbar,
also

> je zwei gerade Zahlen sind dquivalent

> je zwei ungerade Zahlen sind dquivalent

> eine gerade und eine ungerade Zahl sind nicht dquivalent
zwei Aquivalenzklassen

» 0]={...,—4,-2,0,2,4,...}

» [1]=4...,-5,-3,-1,1,3,5,...}

v

v

statt Z/=, schreibt man oft Z,

Agquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 17/77



Anzahl der Aquivalenzklassen

» Beispiel: = fiir L = (axbx)
» genauere Betrachtung der Argumentation von vorhin zeigt:
> jedes Wort zu genau einem der Worter €, b und ba dquivalent
» Also: AjEL besteht aus drei Aquivalenzklassen:
> [e] = (a%)
> [b] = (axbb*)
> [ba] = (a*bb*a(alb)*)
» Wahl der Reprasentanten willkiirlich;
hatten auch schreiben kénnen:
> [aaaaa] = (a*)
> [aabbbbb] = (axbbx*)
» [aabbaabbba] = (a*bb*a(al|b)*)

Aquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 18/77



Anzahl Aquivalenzklassen bei Nerode-Aquivalenz

» durch L induzierte Nerode-Aquivalenz kann auch unendlich
viele Aquivalenzklassen haben

> betrachte

L= {akbk | k € No}
> Ist k # m, dann sind wy = ak und wo = a™ nicht dquivalent
» wie man durch Anhingen von w = b¥ sieht:

» waw = akbk e L, aber
> wow =amk ¢ L.

jedes Wort ak, k € Ny, in einer anderen Aquivalenzklasse

v

Aquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 19/77



Ahnen Sie was ... 7

» Fiir die reguldre Sprache L1 = (a*bx)
hat =, endlich viele Aquivalenzklassen.

» Fiir die nicht reguldre Sprache L, = {akb¥ | k € No}
hat =, unendlich viele Aquivalenzklassen.

» Fiir L; gibt es einen endlichen Akzeptor,

» fiir Ly gibt es keinen.

Aquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 20/77



Das sollten Sie mitnehmen:

» Aquivalenzrelationen

> Beispiele:
» Kongruenz modulo n
» Nerode-Aquivalenzen

Das sollten Sie iiben:
» definierenden Eigenschaften iiberpriifen

» Anzahl Aquivalenzklassen bestimmen

Agquivalenzrelationen Aquivalenzklassen und Faktormengen 21/77
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Aquivalenzrelationen auf Mengen mit ,, Struktur"

» Beispiel: =, auf additiver Gruppe (oder Ring) Z

» Frage: Wie dndern sich Funktionswerte, wenn man Argumente
durch 3quivalente ersetzt?

Kongruenzrelationen 23/77
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Vertraglichkeit mit einstelligen Funktionen und bindren Operationen

» Sei = Aquivalenzrelation auf M und f : M — M eine
Abbildung.

> = ist mit f vertrdglich, wenn fiir alle x1,x» € M gilt:

x1=x = f(x1) = f(x) .

» Sei = Aquivalenzrelation und o eine binire Operation auf M.

» = ist mit o vertraglich, wenn fiir alle x;,x; € M und alle
vi,y2 € M gilt:

XI=EXNANY1 =Yy == Xjoy1 = X0 ).

Kongruenzrelationen Vertréaglichkeit von Relationen mit Operationen



Vetraglichkeit: Beispiel modulo

» Aquivalenz ,,modulo n".

» Diese Relationen sind mit Addition, Subtraktion und
Multiplikation vertraglich.

> Beispiel: ist

x1 = xp (mod n) also x3 —xo = kn

und  y; = y» (mod n) also y1 —y>=mn

dann auch
(xi4+y1)—(e+y)=01—x)+ (1 —y2)=(k+m)n.
mit anderen Worten

x1+y1=x2+y> (modn).

Kongruenzrelationen Vertréaglichkeit von Relationen mit Operationen



Vetraglichkeit: Beispiel Nerode—AquivaIenzen

» Sei w' € A* beliebig.
» Sei f,,, : A* — A* die Abbildung, die w’ anhingt, also
fwr (V) = vw/'.

» Behauptung: =, ist mit f,,, vertraglich ist, d.h.:
Ywi,wo € A* twy =1 wo = mw' =, wow/

» Zeige: Wenn wy =; ws ist, dann ist auch wiw’ =; wow'.

> Also: fiir alle w € A* gielte wiw € L <= wow € L.

> Zeige: fir alle v € A* gilt: (waw')v € L <= (wow')v € L.
fiir beliebiges v € A* gilt:

(mw')v € L <= wi(w'v) e L
= w(w'v) el weil wi =; wp
— (mw')velL.

Kongruenzrelationen Vertréaglichkeit von Relationen mit Operationen



Kongruenzrelationen

Eine Aquivalenzrelation, die mit allen gerade interessierenden
Funktionen oder/und Operationen vertraglich ist, nennt man auch
eine Kongruenzrelation.

Kongruenzrelationen Vertréaglichkeit von Relationen mit Operationen
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Kongruenzrelationen

Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

>

>

L eine beliebige formale Sprache L C A*.

fiir jedes x € A ist die Abbildung f, : A* — A* : w — wx mit
=, vertraglich.

Wir schreiben nun einmal hin:

fy Az, = Az, w] = [wx]

Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 30,77
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

>

>

L eine beliebige formale Sprache L C A*.

fiir jedes x € A ist die Abbildung f, : A* — A* : w — wx mit
=, vertraglich.

Wir schreiben nun einmal hin:

Fe A, > A F([w]) = [wx]

X

Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 30,77
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

> L eine beliebige formale Sprache L C A*.
> fiir jedes x € A ist die Abbildung £, : A* — A" : w — wx mit
=, vertraglich.

» Wir schreiben nun einmal hin:
Fl A, = A E(w]) = [wd

X

» Ist das in Ordnung?

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 30,77



Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (1)

> L eine beliebige formale Sprache L C A*.

> fiir jedes x € A ist die Abbildung f, : A* — A* :
=, vertraglich.

» Wir schreiben nun einmal hin:

Fe A, > A F([w]) = [wx]

X

» Ist das in Ordnung?

» Huch? Wo kann ein Problem sein?

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 30,77
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Eine Abbildung fiir Nerode-Aquivalenzklassen (2)

» Versuch Abbildung zu definieren, die Aquivalenzklasse auf
Aquivalenzklasse abbildet.

» Aber [w] enthilt ja im allgemeinen nicht nur w, sondern noch
viele andere Worter.

> Zum Beispiel hatten wir uns weiter vorne iiberlegt, dass im
Fall L = (axb*) die Worter ¢, a, a2, a3, usw. alle in einer
Aquivalenzklasse liegen.

» also [g] = [a] =[a%] = - -.

» damit [w] — [wx] wirklich eine Definition ist,
die fiir jedes Argument eindeutig einen Funktionswert festlegt,

» sollte bitte auch [ex] = [ax] = [a®x] = - -+ sein.

» Aha: Das sichert gerade die Vertraglichkeitsbedingung zu!

Wi =L Wp == W1X = WaX
also w1 = wo = fi(w1) = fi(w2)
also  [w1] = [wa] = [fi(w1)] = [f(w2)]

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen31/77



Induzierte Abbildungen fiir Aquivalenzklassen

Allgemein gilt: Wenn = mit f : M — M vertraglich ist, dann ist
oM = M= f/([x]) = [f(x)]

wohldefiniert.

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen32/77



Ein letzter Blick auf die Nerode-Aquivalenzen (1)

> sei L eine formale Sprache, fiir die =; nur endlich viele
Aquivalenzklassen hat.

> schreibe abkiirzend Z = A*EL
> definiere

f:ZxA—=Z:f([w],x)=[wx]
» Diese Abbildung ist wohldefiniert.

> Die Erinnerung an endliche Akzeptoren ist kein Zufall.
» Legt man ndmlich noch fest

» 2 = [¢] und
- F—{[w]|we L)

» dann hat man einen endlichen Akzeptor, der genau L erkennt.

» Uberlegen Sie sich das!

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 33,77



Ein letzter Blick auf die Nerode-Aquivalenzen (2)

Ohne Beweis nehme man bitte noch zu Kenntnis:

» Fiir jede reguldre Sprache hat =; nur endlich viele
Aquivalenzklassen.

» Der gerade konstruierte Akzeptor ist unter allen, die L
erkennen, einer mit minimaler Zustandszahl.

» Dieser endliche Akzeptor ist bis auf Isomorphie (also
Umbenenung von Zusténden) sogar eindeutig.

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 34,77



Das sollten Sie mitnehmen:
» Kongruenzrelationen: Vertraglichkeit
» induzierte Abbildungen/Operationen fiir Aquivalenzklassen

» Nerode-Aquivalenzen liefern minimale Akzeptoren

Das sollten Sie iiben:

» mit Aquivalenzklassen rechnen

Kongruenzrelationen Wohldefiniertheit von Operationen mit Aquivalenzklassen 35,77
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Halbordnungen
Grundlegende Definitionen
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Definition antisymmetrischer Relationen

» Relation R C M x M heiBt antisymmetrisch, wenn fiir alle
x,y € M gilt:
XRy AyRx = x =y

» Beispiel Mengeninklusion:

» zum Beispiel M = oM Potenzmenge einer Menge M’
> Relation

R={(AB)|ACM ABC M ANAC B}
={(A,B)|Ac MABE MAAC B}
CMxM

» R ist antisymmetrisch:

ACBABCA=—A=8B

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 38/77



Definition Halbordnung

» Relation R C M x M heiBt Halbordnung, wenn sie

> reflexiv,
» antisymmetrisch und
> transitiv

ist.

» Wenn R Halbordnung auf Menge M ist, nennt man auch M
eine halbgeordnete Menge.

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 39/77



Definition Halbordnung

» Relation R C M x M heiBt Halbordnung, wenn sie
> reflexiv,
» antisymmetrisch und
> transitiv
ist.
» Wenn R Halbordnung auf Menge M ist, nennt man auch M
eine halbgeordnete Menge.

> Beispiel Mengeninklusion:
» ACA
» ACBABCA=— A=8B
» ACBABCC= ACC
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Definition Halbordnung

» Relation R C M x M heiBt Halbordnung, wenn sie

> reflexiv,
» antisymmetrisch und
> transitiv

ist.

» Wenn R Halbordnung auf Menge M ist, nennt man auch M
eine halbgeordnete Menge.

> Beispiel Mengeninklusion:
» ACA
» ACBABCA=— A=8B
» ACBABCC=ACC
> Beachte: es gibt im allgemeinen unvergleichbare Elemente
» 2.B. {1,2,3} Z {3,4,5} und {3,4,5} Z {1,2,3}

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 39/77



Beispiel: Halbordnung auf Wartern

> M e A*
» Relation C, auf A*:

wi Cp wo <= Ju € A"t wiu = wp

» zum Beispiel im Duden:
» Klaus" kommt vor ,,Klausur"”
» aber: T, ist echte Halbordnung
» keine Beziehung zwischen Klausur und Ubung

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 40/77



Darstellung von Halbordnungen (1): Graph der gesamten Relation

» Beispiel (2{2b:ct Q)

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 4177



Darstellung von Halbordnungen (2): Hassediagramm

» zeichne nur Hp = (R~ 1)~ (R~ 1)?
> Beispiel (2{25:c}, Q)

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 4277



Hassediagramm: enthalt , alles Wesentliche™

» Wenn R Halbordnung auf einer endlichen Menge M ist,

» dann kann man aus Hgr das R wieder rekonstruieren:

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 43/77



Hassediagramm: enthalt , alles Wesentliche™

» Wenn R Halbordnung auf einer endlichen Menge M ist,

» dann kann man aus Hgr das R wieder rekonstruieren:

Hy =R

Halbordnungen Grundlegende Definitionen 4377
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Minimale und maximale Elemente

sei (M, C) halbgeordnet und T C M.

» x € T heiBt minimales Element von T,
wenn es kein y € T gibt mit y C x und y # x.

» x € T heit maximales Element von T,
wenn es kein y € T gibt mit x C y und x # y.

Halbordnungen »Extreme" Elemente 45/77



Minimale und maximale Elemente: Beispiele

> Tellmenge von 2{abc} Q):

» zwei maximale Elemente: ab und bc

» ein minimales Element: {}

Halbordnungen »Extreme" Elemente 46/77



Kleinste und groBte Elemente

sei (M, C) halbgeordnet und T C M.

» x € T heiBt kleinstes Element von T,
wenn fiir alle y € T gilt: x C y.

» x € T heiBt groBtes Element von T,
wenn fiir alle y € T gilt: y C x.

Halbordnungen »Extreme" Elemente 47/77



Kleinte und groBte Elemente: Beispiele

> Tellmenge von 2{abc} Q):

> kein groBtes Element

» kleinstes Element: {}

Halbordnungen »Extreme" Elemente 48/77



Kleinte und groBte Elemente: Beispiele

> Tellmenge von 2{abc} Q):

> kein groBtes Element

» kleinstes Element: {}

» Achtung: Eine unendliche Teilmenge kann z. B. genau ein
minimales Element haben und trotzdem kein kleinstes!

Halbordnungen »Extreme" Elemente 48/77



Kleinste und groBte Elemente

sei (M, C) halbgeordnet und T C M.
» T kann nicht zwei verschiedene kleinste (bzw. groBte)
Elemente haben.
» Beweis fiir Eindeutigkeit des kleinsten Elements

» seien x; und x, kleinste Elemente,

» dann ist x; C x», weil x; kleinstes Element,
» und es ist xo T xp, weil xo kleinstes Element,
> also wegen Antisymmetrie: x; = xp

> Beweis fiir Eindeutigkeit des groBten Elements analog

Halbordnungen »Extreme" Elemente 49/77



Untere und obere Schranken

sei (M, C) halbgeordnet und T C M.

» x € M heiBt obere Schranke von T,
wenn fiir alle y € T gilt: y C x.

» x € M heiBt untere Schranke von T,
wenn fir alle y € T gilt: xC y.
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Untere und obere Schranken

sei (M, C) halbgeordnet und T C M.

» x € M heiBt obere Schranke von T,
wenn fiir alle y € T gilt: y C x.

» x € M heiBt untere Schranke von T,
wenn fir alle y € T gilt: xC y.

» Beachte: untere und obere Schranken von T diirfen
auBerhalb von T liegen.
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Untere und obere Schranken: Beispiele

» Standardbeispiel: @

» T ={{},{a},{b}}: obere Schranken {a, b} und {a, b, c}.
» T ={{},{a},{b},{a, b}}: die gleichen oberen Schranken.
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Untere und obere Schranken: Beispiele

» Standardbeispiel: @

» T ={{},{a}.{b}}: obere Schranken {a, b} und {a, b, c}.
» T ={{},{a},{b},{a, b}}: die gleichen oberen Schranken.

Halbordnungen »Extreme" Elemente 52/77



Untere und obere Schranken: Beispiele

» Standardbeispiel: @

» T ={{},{a},{b}}: obere Schranken {a, b} und {a, b, c}.
» T ={{},{a},{b},{a. b}}: die gleichen oberen Schranken.
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Untere und obere Schranken miissen nicht existieren

» Teilmenge muss keine obere Schranke besitzen

> In O\G/O besitzt z. B. die Gesamtmenge keine obere
Schranke.
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Untere und obere Schranken miissen nicht existieren

» Teilmenge muss keine obere Schranke besitzen

> In O\G/O besitzt z. B. die Gesamtmenge keine obere
Schranke.

> In (Np, <) besitzt die die Gesamtmenge keine obere Schranke.
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Supremum und Infimum

> Besitzt die Menge aller oberen Schranken einer Teilmenge T
ein kleinstes Element, so heiBt dies das Supremum von T

» Schreibweisen | | T oder sup(T)

> Besitzt die Menge aller unteren Schranken einer Teilmenge T
ein groBtes Element, so heiBt dies das /nfimum von T.

» brauchen wir hier nicht
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Supremum und Infimum

> Besitzt die Menge aller oberen Schranken einer Teilmenge T
ein kleinstes Element, so heiBt dies das Supremum von T

» Schreibweisen | | T oder sup(T)

> Besitzt die Menge aller unteren Schranken einer Teilmenge T
ein groBtes Element, so heiBt dies das /nfimum von T.

» brauchen wir hier nicht

» Supremum (bzw. Infimum) einer Teilmenge miissen nicht
existieren

» weil gar keine oberen Schranken vorhanden oder
» weil von den oberen Schranken keine die kleinste ist
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Supremum und Infimum: Beispiele

» Bei Halbordnungen (2M’, C) existieren Suprema immer:

» Supremum von T C 2™ ist die Vereinigung aller Teilmengen
von M, diein T liegen
> Beispiel fiir das Beispiel:
» M = {a,b}*
» also ist M =2M" die Menge aller formalen Sprachen L C M’
» fir i e Ngsei L; ={a/b/ | j <i}
Lo ={e}
Ly ={e,ab}
L, = {e, ab, aabb}

vVvyyywy

sei T={L;|ieNp}
dannist || T ==, Li = {&/b/ | j € No}

v

v
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Uberblick

Halbordnungen

Vollstandige Halbordnungen
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Aufsteigende Ketten

» aufsteigende Kette
» abzihlbar unendliche Folge (xo, x1, X2, ...) von Elementen
» mit der Eigenschaft: Vi € Ny : x; C xj11.
> kurz
XExExExzsC---
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Aufsteigende Ketten

» aufsteigende Kette

» abzihlbar unendliche Folge (xo, x1, X2, ...) von Elementen
» mit der Eigenschaft: Vi € Ny : x; C xj11.
> kurz

XExExExzsC---

> Beispiel: (2{&:P}" Q)

{e} C {e,ab} C {¢, ab,aabb} C {¢, ab, aabb, aaabbb} ...
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Vollstandige Halbordnungen

» Eine Halbordnung heiBt vollstindig, wenn

> sie ein kleinstes Element L hat und
> jede aufsteigende Kette xg C x; E xp T - - -
ein Supremum | |; x; besitzt.

Halbordnungen Vollstandige Halbordnungen 59/77



Vollstandige Halbordnungen

» Eine Halbordnung heiBt vollstindig, wenn

> sie ein kleinstes Element L hat und
> jede aufsteigende Kette xg C x; E xp T - - -
ein Supremum | |; x; besitzt.

» Beispiele: (2, C)
> kleinstes Element {}
» Supremumvon ToC T3 C T, C--- ist|J T;.
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Vollstandige Halbordnungen: weitere (Nicht-)Beispiele

» (N, <) ist keine vollstindige Halbordung
» unbeschrankt wachsende aufsteigende Ketten wie z. B.
0<1<2<--- besitzen kein Supremum in Ng.
» Ergdnze weiteres Element u , iiber” allen Zahlen:
» N=NoU{u} und
» xCy< (x,y eNgAx<y)V(y=u)
> also sozusagen

0C1C2C3C---Cu

» spater noch niitzlich
» N =NoU{u, u} und
» xCy<= (x,yeNgAx<y)

\/(XEN()U{Ul}/\y:Ul)\/y:Ug
» also sozusagen

OCIC2CE3C---Cultuw
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Uberblick

Halbordnungen

Stetige Abbildungen auf vollstandigen Halbordnungen
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Monotone Abbildungen

» L eine Halbordnung auf einer Menge M.

» Abbildung f : M — M monoton, wenn fiir alle x,y € M gilt:

xCy=f(x)Cf(y)
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Monotone Abbildungen

» L eine Halbordnung auf einer Menge M.

» Abbildung f : M — M monoton, wenn fiir alle x,y € M gilt:

xCy=f(x)Cf(y)

» Beispiel: (Np, <) mit Abbildung f(x) = x +1
> x<y=x+1<y+1
» Nichtbeispiel: (Ng, <) mit Abbildung f(x) = x mod 5

> 3 <10, aber £(3) =3 £ 0 = £(10).
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Stetige Abbildungen

» (D, C) sei vollstandige Halbordnung

» Abbildung f : D — D heiBt stetig,
wenn fiir jede aufsteigende Kette xg = x3 C xp C - -+ gilt:

F(LLx) =] f0x)

i i
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Stetige Abbildungen: Beispiele (1)

» N =Ny U {u, up} mit C wie eben
» Abbildung f : N' — N’ mit

x+1 falls x € Np
f(x) =1 u falls x =y

Uy falls x = up

ist stetig.

» warum?
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

£(x) x+1 falls x € Ng
¥) =
uj falls x = u; (furj=1,2)

Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

£(x) x+1 falls x € Ng
¥) =
uj falls x = u; (furj=1,2)

Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
»alsoxo Exi Exo C -  E X = Xjy1 = Xjp2 = --- = n'.
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

x+1 falls x € Ng
f(x)= -
uj falls x = u; (furj=1,2)
Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
/

»alsoxgEx1 Exo C - Ex=Xjqy1 =Xjqgo=---=n'.
> also jedenfalls | |, x; = n’;
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

x+1 falls x € Ng

f(x) =
9@ uj falls x = u; (furj=1,2)

Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
»alsoxg CxiCx C - Cxp=Xjq41 =Xjgo =---=n'.
» also jedenfalls | |, x; = n’; zwei Unterflle:
» Wenn n' = uj ist, dann ist wegen f(u;) = u; ist auch

Ll; f(xi) = uj, also ist £, x;) = ||, f(xi).
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

x+1 falls x € Ng

f(x) =
9@ uj falls x = u; (furj=1,2)

Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
»alsoxg CxiCx C - Cxp=Xjq41 =Xjgo =---=n'.
» also jedenfalls | |, x; = n’; zwei Unterflle:
» Wenn n' = uj ist, dann ist wegen f(u;) = u; ist auch
Ll; f(xi) = uj, also ist £, x;) = ||, f(xi).
» Wenn n’ € Ny ist, dann ist f(| |, x;) = f(n') =n" + 1.
Andererseits ist die Kette der Funktionswerte
f(x)C f(x1) C f(xx) -+ C f(xi) = f(xit1) = f(xig2) =
<o =f(n")=n"4+1. Also ist f(| ], x) =L, f(xi).
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Stetige Abbildungen: Beispiele (2)

£(x) x+1 falls x € Ng
¥) =
uj falls x = u; (furj=1,2)

Zwei Fille fiir aufsteigende Kette xg E x3 C xp C -+ -
1. Die Kette wird konstant.
»alsoxg CExiCxC - Cxi=Xy41 =Xgo=---=n.
» also jedenfalls | |, x; = n’; zwei Unterflle:
» Wenn n' = uj ist, dann ist wegen f(u;) = u; ist auch
Ll; f(xi) = uj, also ist £, x;) = ||, f(xi).
» Wenn n’ € Ny ist, dann ist f(| |, x;) = f(n') =n" + 1.
Andererseits ist die Kette der Funktionswerte
f(x0) Ef(xi) Efx) E--- Cf(xi) = f(xi41) = F(Xi42) =
<o =f(n")=n"4+1. Also ist f(| ], x) =L, f(xi).
2. Die Kette wird nicht konstant.
» dann alle x; € Ny und die Kette wachst unbeschrankt
» gleiches gilt fiir Kette der Funktionswerte.
» Also haben beide Ketten Supremum wu; und wegen f(uy) = 1y

ist £(Ll;xi) = LU; ().
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Stetige Abbildungen: Beispiele (3)

» N =Ny U {u, up} mit C wie eben
» Abbildung g : N' — N’ mit

x+1 falls x € Ng
g(x) =13 w falls x = g

up falls x = up

ist nicht stetig
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Stetige Abbildungen: Beispiele (3)

» N =Ny U {u, up} mit C wie eben
» Abbildung g : N' — N’ mit

x+1 falls x € Ng
g(x) =13 w falls x = g

up falls x = up

ist nicht stetig

» Unterschied zu f: g(u1) = w2

» unbeschrankt wachsende Kette xg C x; T xo C --- natiirlicher
Zahlen hat Supremem u;

> also g(|]; xi) = w0,

» aber Kette der Funktionswerte g(xp) C g(x1) C g(x2) C - - -
hat Supremem | |; g(xi) = u1 # g(L]; xi).
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Satz

» Essei f: D — D eine monotone und stetige Abbildung auf
einer vollstandigen Halbordnung (D, C) mit kleinstem
Element L.

» Elemente x; € D seien wie folgt definiert:

X0 = 1
Vi € Ng : Xit1 = f(X,')

» Dann gilt:
1. Die x; bilden eine Kette: x Exy Ex C - - -.
2. Das Supremum xf = |_|;Xi dieser Kette ist Fixpunkt von f,
also f(x¢) = x.
3. xf ist der kleinste Fixpunkt von f: Wenn f(yf) = yr ist, dann
ist xr C yr.
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Fixpunktsatz: Beweis

1. Behauptung: Vi € Ny gilt x; C xj41
vollstandige Induktion:
» xp C xq, weil xg = L das kleinste Element
» wenn x; C x;.1, dann wegen Monotonie von f auch
f(xi) C f(xiz1), also xi11 T Xj4o.
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Fixpunktsatz: Beweis

1. Behauptung: Vi € Ny gilt x; C xj41
vollstandige Induktion:
» xp C xq, weil xg = L das kleinste Element

>

wenn x; C x;11, dann wegen Monotonie von f auch
f(xi) C f(xit1), also xiy1 C Xito.

2. Behauptung: x¢ = | |; x; ist Fixpunkt, also f(xf) = x¢

>

Wegen Stetigkeit von f ist

fxe) = £(L; xi) = L; (%) = L, xita-

Folge der x;j;1 unterscheidet sich von Folge der x; nur durch
fehlendes erstes Element L.

Also haben beide Folgen das gleiche Supremum x¢ (klar?)
also | |, xip1 =[], xi = xr

also ist f(xf) = xr
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Fixpunktsatz: Beweis

1. Behauptung: Vi € Ny gilt x; C xj41
vollstandige Induktion:
» xp C xq, weil xg = L das kleinste Element
» wenn x; C x;.1, dann wegen Monotonie von f auch
f(xi) C f(xiz1), also xi11 T Xj4o.
2. Behauptung: x¢ = | |; x; ist Fixpunkt, also f(xf) = x¢
» Wegen Stetigkeit von f ist
fxe) = £(L; xi) = L; (%) = L, xita-
> Folge der x;j;1 unterscheidet sich von Folge der x; nur durch
fehlendes erstes Element L.
» Also haben beide Folgen das gleiche Supremum x¢ (klar?)
also | |, xip1 =[], xi = xr
> also ist f(xf) = x¢
3. Behauptung: x¢ ist kleinster Fixpunkt. Sei f(yf) = yr.
> Induktion lehrt: Vi € Ng : x; C yr.
» also ist yr eine obere Schranke der Kette,
» also ist gilt fiir die kleinste obere Schranke: xr =] |; xi C yr.
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Das sollten Sie mitnehmen:
» Halbordnungen sind
> reflexiv,
> antisymmetrisch und
> transitiv

» vollstandige Halbordnungen: jede aufsteigende Kette hat
Supremum

» stetige Abbildungen: (| | x;) = || f(x)
» Fixpunktsatz

Das sollten Sie iiben:
» Nachweis der Eigenschaften von (vollstéandigen)
Halbordnungen
» Beweise einfacher Aussagen
» an ungewohnte Eigenschaften von Halbordnungen gewdhnen
(Unendlichkeit lasst griiBen) (siehe auch gleich)
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Uberblick

Ordnungen
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Totale Ordnungen: Definition

» Relation R C M x M ist eine Ordnung oder genauer totale
Ordnung, wenn
» R Halbordnung ist
» und gilt:
Vx,y € M : xRy V yRx
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Totale Ordnungen: Definition

» Relation R C M x M ist eine Ordnung oder genauer totale
Ordnung, wenn
» R Halbordnung ist
» und gilt:
Vx,y € M : xRy V yRx

> Es gibt keine unvergleichbaren Elemente.
> Beispiele:
> (NO’ S)
» (ZxZ,C) mit
(x1,%) E(y,ye) = x1 <y V(xa=y1Ax2 <)
({a,b}*,C4) mit C; ,,wie im Worterbuch*

>
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Totale Ordnungen auf A*

» Relation T, auf {a,b}*:

wi Cp wo <= Ju € A"t wju = wp

ist keine totale Ordnung
» z.B. sind a und b unvergleichbar

» Wie kann man aus C, eine totale Ordnung machen?
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Totale Ordnungen auf A*

» Relation T, auf {a,b}*:

wi Cp wo <= Ju € A"t wju = wp

ist keine totale Ordnung
» z.B. sind a und b unvergleichbar

» Wie kann man aus C, eine totale Ordnung machen?

» jedenfalls totale Ordnung C 4 auf A nétig, z.B. aCx b
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Totale Ordnungen auf A*

» Relation T, auf {a,b}*:

wi Cp wo <= Ju € A"t wju = wp

ist keine totale Ordnung
» z.B. sind a und b unvergleichbar

v

Wie kann man aus C, eine totale Ordnung machen?

v

jedenfalls totale Ordnung C 5 auf A nétig, z.B. aCp b
und dann?

v

mehrere Moglichkeiten, z. B. wie im Worterbuch, oder ...

v
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*

> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*

> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, wr € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.

> Fallunterscheidung:
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws
2. Fallsv = 7%} iSt, gl't wy C1 wy
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws

2. Falls v = w; ist, gl't wy 1wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit

Dann gilt wy T3 wh <= x Cp4 y.
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws

2. Falls v = w; ist, gl't wy 1wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit

> x # y und

Dann gilt wy T3 wh <= x Cp y.
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws

2. Falls v = w; ist, gl't wy 1wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit

> x # y und
! !
> wi =vxupund wa =Vvyu

Dann gilt wy T3 wh <= x Cp y.
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws
2. Falls v = w» ist, gl't wy C1 wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit
> x # y und
» wi =vxuund wo = vy ub

Dann gilt wy T3 wh <= x Cp y.
> Beispiele
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws
2. Falls v = w» ist, gl't wy C1 wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit
> x # y und
» wi =vxuund wo = vy ub

Dann gilt wy T3 wh <= x Cp y.
> Beispiele

» Klaus" kommt vor ,Klausur"
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Lexikographische Ordnung C; (Worterbuch)

» Seien wy, w, € A*
> Sei v € A* das maximal lange Prifix, so dass es v, up € A*
gibt mit wy = vy und wo = v .
> v ist immer eindeutig bestimmt.
> Fallunterscheidung:
1. Falls v =wjy ist, gilt vy C; ws
2. Falls v = w; ist, gl't wy 1wy
3. Falls wy # v # ws, gibt es x,y € A und uf, v} € A* mit
> x # y und
» wi =vxuund wo = vy ub
Dann gilt wy T3 wh <= x Cp y.
> Beispiele
» Klaus" kommt vor ,Klausur"

» ,Klausur“ kommt vor ,Ubung"
(im Duden, aber nicht im Studium!)
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Lexikographische Ordnung C; (2)

» Wenn man nur endlich viele Worter ordnen muss
(Worterbuch), dann , harmlos"; Beispiel:

aliaalqaaalyaaaa
C1ab[C; aba C; abbb
C1 b ;1 baaaaaa C; baab
C1 bbbbb
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Lexikographische Ordnung C; (2)

» Wenn man nur endlich viele Worter ordnen muss
(Worterbuch), dann , harmlos"; Beispiel:

aliaalqaaalyaaaa
C1ab[C; aba C; abbb
C1 b ;1 baaaaaa C; baab
C1 bbbbb

» wenn man A* ordnet, nicht ganz so harmlos; unvollstandig

» cC;al;aal; aaa C; aaaa [ - - - besitzt kein Supremum,
» denn

> jedes Wort, das mindestens ein b enthilt, ist obere Schranke,
> zu jeder oberen Schranke w ist al"!p ist eine echt kleine obere
Schranke (weil w ein b enthilt)

» b J; ab J; aab J; aaab _J; aaaab _Jj --- hat kein Infimum
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Lexikographische Ordnung C,

» andere lexikographische Ordnung Ty auf A*:
wi Co ws gilt genau dann, wenn

> entweder |wy| < |wy|
» oder |wq| = |wz| und wy C1 wy gilt.

» Diese Ordnung beginnt also z. B. im Fall A= {a,b} bei
naheliegender Ordnung C 4 so:

eloalob
CLoaaljyablybal;bb
Lo aaa Ly --- Ko bbb
Ly aaaa [p--- Ly bbbb
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C; und 5 sind totale Ordnungen

» C; auf Menge A" aller Worter fester Lange n ist totale
Ordnung
» Halbordnung: nachpriifen ...
» fiir verschiedene Worter gleicher Lange niemals wy = v oder
Wy = V.
» da T, als total vorausgesetzt wird, ist bei wy = v x uj und
Wy = vy ub stets x Cay oder y Ca x
» also stets wy C1 wyr oder wo 1 wy.
> also C, auf A* totale Ordnung

» [, fiir verschieden lange Woérter: nachpriifen ...
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Das sollten Sie mitnehmen:
» totale Ordnungen sind

» Halbordnungen
» ohne unvergleichbare Elemente

» Anwendung an diversen Stellen in der Informatik (z. B.
Semantik, Testmuster, ...)

Das sollten Sie iiben:
» Nachweis der Eigenschaften von totalen Ordnungen
» Beweise einfacher Aussagen

» an ungewohnte Eigenschaften von Ordnungen gewdhnen
(Unendlichkeit lasst griiBen)
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