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Verknupfungen von Mengen
L1 Ly ={wiwo | w1 € L1 Nwo € Lo}

Allgemein: AoB={aob|a€ ANbE B}



Verknupfungen von Mengen
L1 Ly ={wiwo | w1 € L1 Nwo € Lo}
Allgemein: Ao B ={aob|la€ AANbE B}

Endliche Mengen A, B: |[Ao B| < |A| - |B|



Verknupfungen von Mengen
Beispiel Multiplikation:

{1,2,3,4,5}-{1,2,3,4,5}:



Verknupfungen von Mengen
Beispiel Multiplikation:

{1,2,3,4,5}-{1,2,3,4,5}:

1 2 3 4 5
111 2 3 4 5
212 4 o6 8 10
313 6 9 12 15
414 8 12 16 20
55 10 15 20 25



Verknupfungen von Mengen
Beispiel Multiplikation:

{1,2,3,4,5}-{1,2,3,4,5}:

1 2 3 4 5
111 2 3 4 5
212 4 o6 8 10
313 6 9 12 15
414 38 12 16 20
55 10 15 20 25

{1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15,16,20,25}

25 Eintrage, 14 verschiedene Elemente



Verknupfungen von Mengen
O={e&},VvneNg: LTl =[n.[
Allgemein: Falls dee M : Ve e M eox = x = x o €.

MO = {e},¥n e Ng: M1 = M"o M.



Verknupfungen von Mengen

Menge M abgeschlossen bezuglich Operation o:

Ve M :VYye M . xzoye M



Verknupfungen von Mengen

Menge M abgeschlossen bezuglich Operation o:

Ve M :VYye M . xzoye M
Kurzer: Ve, y e M :xoye M



Verknupfungen von Mengen
Menge M abgeschlossen bezuglich Operation o:
Ve M :VYye M . xzoye M

Kurzer: Ve, y e M :xoye M
Noch kurzer: M oM C M
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Verknupfungen von Mengen
Menge M abgeschlossen bezuglich Operation o:

Ve M :VYye M . xzoye M
Kurzer: Ve, y e M :xoye M
Noch kurzer: M oM C M
Ganz arg kurz: M2 C M.
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Konkatenationsabschluss

Behauptung: LT . LT C LT
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

Beweis, dass eine Menge Teilmenge einer anderen Menge
Ist:

e Nimm beliebiges, aber festes Element aus erster Men-
ge.

e Zeige, dass Element auch in zweiter Menge liegen muss.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w e LT . LT beliebig, aber fest gewahlt.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w e LT . LT beliebig, aber fest gewahlt.
:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT
w e LT . LT beliebig, aber fest gewahlt.

:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2
= dni,no € Ny 1 Jwy € L™ Jwy € L2 1w = wywy
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w € LT . LT beliebig, aber fest gewihlt.
:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2

= dni,no € Ny 1 Jwy € L™ Jwy € L2 1w = wywy
= dnq,no € N_|_ cw e LMt
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w € LT - LT beliebig, aber fest gewahlit.
:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2

= dni,no € Ny 1 Jwy € L™ Jwy € L2 1w = wywy
= dnq,no € N_|_ cw e LMt

= dn e Ny twe L"”
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w € LT - LT beliebig, aber fest gewahlit.
:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2

= dni,no € Ny 1 Jwy € L™ Jwy € L2 1w = wywy
= dnq,no € N_|_ cw e LMt

= dn e Ny twe L"”

= we LT
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: LT . LT C LT

w € LT - LT beliebig, aber fest gewahlit.
:>E|w1€L+:EIw2€L+:w:w1w2

= dni,no € Ny 1 Jwy € L™ Jwy € L2 1w = wywy
= dnq,no € N_|_ cw e LMt

= dn e Ny twe L"”

= we LT

Daraus folgt Lt - LT C LT.
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Konkatenationsabschluss
Feststellung: ¥n € Ny : (LT)" C LT

Details wiren zu verraterisch, was das 3. Ubungsblatt an-
geht ...
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Konkatenationsabschluss

Behauptung: (LT)T =LT
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)T =LT

Nachweis der Gleichheit von zwei Mengen:

e Zeige, dass linke Menge Teilmenge von rechter Menge
Ist.

e Zeige, dass rechte Menge Teilmenge von linker Menge
Ist.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)*T = L7
(i) (LT)T CLT:

Sei w € (LT)T beliebig, aber fest gewihlt.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)T =LT

(i) LHT C Lt

Sei w € (LT)T beliebig, aber fest gewihlt.

:>E|nEN_|_:wE(L+)”QL+
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)T =LT

(i) LHT C Lt

Sei w € (LT)T beliebig, aber fest gewihlt.

:>E|nEN_|_:wE(L+)”QL+
= we LT
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)T =LT

(i) LHT C Lt

Sei w € (LT)T beliebig, aber fest gewihlt.

:>E|nEN_|_:wE(L+)”QL+
= we LT

Daraus folgt (LT)T C LT.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)*T = L7
(i) LT C (L) T:

Sei w € LT beliebig, aber fest gewahlt.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)*T = L7
(i) LT C (L) T:

Sei w € LT beliebig, aber fest gewahlt.
= In e Ny :we (LT)" (ndmlich n = 1)
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)*T = L7
(i) LT C ()T
Sei w € LT beliebig, aber fest gewihit.

= In e Ny :we (LT)" (ndmlich n = 1)
= we (LH)T
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)*T = L7
(i) LT C (LH)*:
Sei w € LT beliebig, aber fest gewahlt.
= In e Ny :we (LT)" (ndmlich n = 1)

= we (LT)T

Daraus folgt L+ C (LT)T.
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Konkatenationsabschluss
Behauptung: (LT)T =LT

Aus (i) und (ii) folgt (LT)T = L7
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Konkatenationsabschluss
Es qilt: L*-L* = L*
Dann einfach zu zeigen: Vn € N3 : (L*)" = L*

= (L*)*=L*
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L C A*

Was ist L-{}7?

Widerspruchsbeweise
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7

Annahme: L-{} # {}.
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7
Annahme: L-{} # {}.

Sei dann w € L' = L - {} beliebig, aber fest gewahlt.
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7
Annahme: L-{} # {}.

Sei dann w € L' = L - {} beliebig, aber fest gewahlt.
= Jwy € L:Fws € {} 1 w =wiws
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7
Annahme: L-{} # {}.

Sei dann w € L' = L - {} beliebig, aber fest gewahlt.
= Jwy € L:Fws € {} 1 w =wiws

Jwo € {}777
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7
Annahme: L-{} # {}.

Sei dann w € L' = L - {} beliebig, aber fest gewahlt.
= Jwy € L:Fws € {} 1 w =wiws

Widerspruch zur Definition der leeren Menge!
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Widerspruchsbeweise
Was ist L-{}7
Annahme: L-{} # {}.

Sei dann w € L' = L - {} beliebig, aber fest gewahlt.
= Jwy € L:Fws € {} 1 w =wiws

Widerspruch zur Definition der leeren Menge!

= Annahme war falsch, und L -{} = {} muss gelten.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}

L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.
Beispiele: abacbcebe, abe, bbabbebb € L

Gegenbeispiele: abacaba, ca,cbbba ¢ L
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.
Beispiele: abacbcebe, abe, bbabbebb € L
Gegenbeispiele: abacaba, ca,cbbba ¢ L

aabaa € L7
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.
Beispiele: abacbcebe, abe, bbabbebb € L
Gegenbeispiele: abacaba, ca,cbbba ¢ L

aabaa € L7 Unklar!

Wenn etwas unklar ist: Tutoren fragen, Ubungsleiter fra-
gen, Annahmen treffen.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.
Beispiele: abacbcebe, abe, bbabbebb € L
Gegenbeispiele: abacaba, ca,cbbba ¢ L

aabaa € L
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.

Struktur: Erst beliebig viele a und b, dann ein ¢, danach
keine a mehr

oder: Nur a und b
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L = {w € A* | nach dem ersten ¢ kommt kein a mehr vor }.

Struktur: Erst beliebig viele a und b, dann ein ¢, danach
keine a mehr

{a,b}*{c}{b,c}”
oder: Nur a und b

U{a,b}*
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}

L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
Beispiele: aaacbbbbaaaca, acacbac € L

Gegenbeispiele: ab, acabbcba ¢ L
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.

Struktur: VVor erstem b in einem Block steht ein ¢
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.

Struktur: VVor erstem b in einem Block steht ein ¢

{a,c}{c}{b} T
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
Struktur: Vor erstem b in einem Block steht ein c

{a,c}*{c}{b} T, wenn nur ein b-Block vorhanden.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
Struktur: Vor erstem b in einem Block steht ein c

{a,c}*{c}{b} T, wenn genau ein b-Block vorhanden.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
Struktur: Vor erstem b in einem Block steht ein c

({a, c}*{c}{b}T)* fiir beliebig viele b-Bldcke.
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.

Struktur: VVor erstem b in einem Block steht ein ¢
aulBer, wenn das erste Zeichen ein b ist!

({a, e} {cHb} )" U {b} T ({a, e} {cH{b} )"
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Beschreibungen von Sprachen
A ={a,b,c}
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.

Struktur: VVor erstem b in einem Block steht ein ¢
aulBer, wenn das erste Zeichen ein b ist!

({a, e} {cHb} )" U {b} T ({a, e} {cH{b} )"

Ausklammern: ({b} T U {e){a, c}*{c}{b}T)*
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Beschreibungen von Sprachen
L = {w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
({a, e} {3 {p} )" U (B} T ({a, c}*{c}{b} T)*
Ausklammern: ({6}F U {e})({a, c}*{c}{b} T)*

Erinnern: {b}*({a, c}*{c}{b} T)*
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Beschreibungen von Sprachen
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
{b}*({a, c}*{c}{b} )"
Obligatorischer “Mist, ich habe was vergessen’-Moment:

Worter aus der angegebenen Sprache enden mit b, falls ein
b vorkommt.
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Beschreibungen von Sprachen
L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
{b}*({a, c}*{c}{b} )"
Obligatorischer “Mist, ich habe was vergessen’-Moment:

Worter aus der angegebenen Sprache enden mit b, falls ein
b vorkommt.

{6} {a, c}* {cHby ) *{a, c}*
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Beschreibungen von Sprachen

L ={w € A* | vor einem b steht nie ein a }.
({a, e} {cHb} )" U {B} T ({a, e} {cH{b} )"
Feinschliff: {6}*({a} U ({c}{b}*))*

Hinweis: Es gibt schonere Notationen ...
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen. LCL-L=¢e¢€ L

Fehler in Aufgabenstellung: {} - {} C {} ist natirlich auch
korrekt, obwohl e ¢ {} gilt. Wir gehen daher von einer nicht-
leeren Sprache L aus!
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L

Beispiel: L = {ab, aa, a, ac}
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Beispiel: L = {ab, aa, a, ac}

L2 = {abab, abaa, aba, abac, aaab, aaaa, aaa, aaac, aab, aa, aac, acab,

acaa, aca, acac}t
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Beispiel: L = {ab, aa, a, ac}

L2 = {abab, abaa, aba, abac, aaab, aaaa, aaa, aaac, aab, aa, aac, acab,
acaa, aca, acac}t

Betrachte Wortlangen ...
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.

Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.

Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wo € L : |’LU1’LU2| = |’LU1| —+ |w2| > 2n
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.

= Vwy,wp € L ! lwywa| = |wi| + [wa| > 2n
= Vu' € L? : |w'| > 2n.
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wp € L |lwiwy| = |wy1| + |wp| > 2n

= Vu' € L? : |w'| > 2n.

Da nach Voraussetzung w € L C L? gilt, folgt |w| > 2n
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wp € L |lwiwy| = |wy1| + |wp| > 2n

= Vu' € L? : |w'| > 2n.

Da nach Voraussetzung w € L C L? gilt, folgt |w| > 2n
= n > 2n
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wp € L |lwiwy| = |wy1| + |wp| > 2n

= Vu' € L? : |w'| > 2n.

Da nach Voraussetzung w € L C L? gilt, folgt |w| > 2n
=>n>2n=n<0
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wp € L |lwiwy| = |wy1| + |wp| > 2n

= Vu' € L? : |w'| > 2n.

Da nach Voraussetzung w € L C L? gilt, folgt |w| > 2n
>n>2n=>n<0=n=20
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Zum dritten Ubungsblatt ...
Zu zeigen: LCL-L =€e€ L
Voraussetzung: Fur L gilt L C L - L.
Sei w € L ein Wort mit minimaler Ldange |w| = n.
= Ywi,wp € L |lwiwy| = |wy1| + |wp| > 2n

= Vu' € L? : |w'| > 2n.

Da nach Voraussetzung w € L C L? gilt, folgt |w| > 2n
>n>2n=>=n<0=>n=0=w=c¢ O
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