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Aufgabe 10.1 (5 Punkte)
Esseia € No,d € Ny und T: Ny — Ny eine Funktion mit den Eigenschaften

T(1) =d
Vk € No: T(2M1) = a. T(25) 4+ d - (25+1)2
a) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:

41

Vk € Ng: T(2K) =a* - d- —
i=0

b) Es sei nun (fast wie im Algorithmus von Strassen) a = 7 und d = 4. Zeigen
Sie, dass es eine Konstante ¢ € R, gibt, so dass fiir alle k € Ny gilt:

T(2k) <c- (zk)10g27

Sie konnen dabei die Tatsache benutzen, dass fiir alle k € Ny gilt:
k
; 7 <

Losung 10.1
a) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion:

41

Vk € Ng: T(2K) =a* - d-
~0 al

Ind.anfang: k = 0: Zu zeigen: T(2°) = a%-d- Y9, a:.
Die rechte Seite ist = d - 3—8 = d was nach Definition von T gerade
T(1) = T(2°) ist.

Ind.voraussetzung: Fiir ein beliebiges aber festes k gelte
T(25) =dk-d- Yt ai

Ind.schluss: Zu zeigen: T(25+1) = aF+1. 4. y 1! %

T =a-T(2F) +d- (2F1)? nach Def. von T

P
41
=q-a-d- Z g +d . (2k1)2 nach Ind.voraussetzung

k+1 k+1 k+1



b)
k 4!
T(2F) =d*-d- i_zo i nach Teilaufgabe a)

7
< 7k 4. 3 laut Hinweisen

_ ? . (2log27)k

=c- (2587 firc = ?

Aufgabe 10.2 (4 Punkte)
a) Gilt 3V" ¢ O(2")? Beweisen Sie Thre Antwort.
b) Gilt 3V" € ®(2")? Beweisen Sie Thre Antwort.

c) Gilt 3V" € ()(2")? Beweisen Sie Thre Antwort.

Losung 10.2
Fir n > ng = 4 gilt

a) Ja.

Begriindung: Fiir n > 4 folgt aus Gleichung (2) unmittelbar 3v" < 3am,

b) Nein.

(1)

Begriindung: Weil die Antwort zu Teilaufgabe c) ,nein” ist. Oder: Weil

sonst 3V" € ()(2") wire im Widerspruch zu Teilaufgabe c).

¢) Nein.

Begriindung: Aus Gleichung (1) folgt 3V" < (3/ 4)\/E -2". Da fiir grofle n
aber (3/ 4)\/ﬁ gegen 0 geht, kann es fiir kein ¢ > 0 der Fall sein, dass fiir

alle hinreichend grofen n gilt: 3V > ¢ - 2"

Aufgabe 10.3 (2 Punkte)
a) Fiir welche k € Ng mit k > 2 gilt: (log, n)1°82" € O(n*) ?

b) Fiir welche k € N mit k > 2 gilt: (log, n)°82" € Q(n) ?



Losung 10.3
Beobachtung: Es ist

(]0g2 n)log2 n_ (210g2(10g2 ”)) tog " = (210g2 ”) log,(log; ) — plog,(logy 1)

a) Fur kein k.

b) Fir alle k.

Aufgabe 10.4 (2 Punkte)
Eine Funktion f: Ng — Np heif$t monoton wachsend, wenn fiir alle n € Ny gilt:
f(n) < fln+1).
Definieren Sie zwei Funktionen f(n) und g(n), so dass
e beide Funktionen monoton wachsend sind,
e nicht f(n) € O(g(n)) gilt und
e nicht g(n) € O(f(n)) gilt.

Losung 10.4
Zum Beispiel leistet die folgende Idee gute Dienste: f und g ,{iberholen” sich
immer abwechselnd. Genauer:

e fiir gerade nist f(n) = f(n+1) und

e fiir ungerade n ist g(n) = g(n +1).
Und man sorgt dafiir, dass gilt:

e fiir gerade n ist f(n) > g(n) und

e fiir ungerade n ist g(n) > f(n)
und ,die Abstinde werden immer grofer”, d.h. in der Folge f(0), g(1), f(2),
£(3), und so weiter wachsen die Quotienten aufeinanderfolgender Werte unbe-
schrankt, z. B. wie n. Deshalb leisten die folgenden Festlegungen das Gewtiinsch-
te:

n! falls n gerade
fn) =

f(n—1) sonst

1 fallsn =0
g(n) = ¢ n! falls n ungerade

g(n—1) sonst



