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Aufgabe 5.1 (1 +1 + 4 = 6 Punkte)

Es sei Val = {0,118, es sei Adr = {0, 1}32 und es sei Mem = Val*¥*. Die Addition
modulo 28 zweier Zahlen in Binardarstellung der Lange 8 ist gegeben durch die
Abbildung

addyy,: Val x Val — Val,
(u,v) > bing((Numy(u) + Num;(v)) mod 2%),

und die Addition modulo 232 zweier Zahlen in Binirdarstellung der Linge 32
beziehungsweise 8 ist gegeben durch die Abbildung

addagr: Adr x Val — Adr,
(a,v) + bingy((Nums(a) + Numy(v)) mod 2°2).

Ein Stapel ist eine Datenstruktur mit drei grundlegenden Operationen:

a) ,push” legt einen Wert auf den Stapel;

b) ,pop” nimmt den zuoberst liegenden Wert vom Stapel;

c) ,peek” liefert den zuoberst liegenden Wert, ohne ihn vom Stapel zu neh-

men.

In unserem Speichermodell kann ein Stapel mit hochstens (28 — 1)-vielen Werten
durch eine Adresse repriasentiert werden, deren Wert die Anzahl der Werte auf
dem Stapel in Bindrdarstellung ist und deren Folgeadressen die Werte auf dem
Stapel enthalten. Die Abbildungen init_stack, is_empty, push, pop und peek
bilden eine Schnittstelle zur Verwaltung von Stapeln und sind gegeben durch:

init_stack: Mem x Adr — Mem,

(m,a) — memwrite(m, a,bing(0)),

is_empty: Mem x Adr — B,
w, falls memread(m,a) = bing(0),
(m,a) —

f, sonst,

push: Mem x Adr x Val — Mem,
(m,a,v) — memwrite(m’, addaq, (2, memread (m’,a)),v),

wobei m’ = memwrite(m, a, addy, (memread(m, a), bing(1))),

pop: Mem x Adr — Mem,

(m,a) — {

m, falls is_empty(m, a),

memwrite(m, 4, addVal(memread(m,a),bing(Z8 —1))), sonst,

peek: Mem x Adr — Val,

(m,a) — memread(m,add aq,(a, memread(m, a))).



Fiir jeden Speicher m € Mem, jede Adresse a2 € Adr und jeden Wert v € Val,
initislisiert init_stack(m, a) einen Stapel bei a in m, priift is_empty(m,a), ob der
Stapel bei a in m leer ist oder nicht, legt push(m, a,v) den Wert v auf den Stapel
bei a in m, nimmt pop(m, a) den zuoberst liegenden Wert des Stapels bei a in m
und liefert peek(m,a) den zuoberst liegenden Wert des Stapels bei a in m.

a) Es sei m € Mem und es sei 4 = bins,(0). Geben Sie den Wert

peek(pop(push(push(init_stack(m,a),00101111),4,00001100),4a),a)

an.
b) Es sei m € Mem, es sei a = bing,(0) und es sei

m' = push(push(init_stack(m,a),11111111),a,00000001).

Geben Sie den Wert addy,; (peek(m’, a), peek(pop(m’,a),a)) an.

¢) Definieren Sie induktiv, unter ausschlieSlicher Verwendung der Abbildun-
gen addy,), is_empty, pop und peek, eine Abbildung sum: Mem x Adr —
Val derart, dass fiir jeden Speicher m € Mem und jede Adresse a € Adr
gilt, dass sum(m, a) die Binardarstellung der Summe modulo 28 aller Wer-
te, interpretiert als Bindrdarstellungen von Zahlen, auf dem Stapel bei a in
m ist, wobei die leere Summe per Definition 0 ist.

Losung 5.1
a) 00101111
b) 00000000

<)

sum: Mem x Adr — Val,

(m,a) — {

peek(m, a), falls is_empty(m,a) = w,

addy, (sum(pop(m,a),a), peek(m,a)), sonst.

Aufgabe 5.2 (4 Punkte)

Es seien a; und a, zwei verschiedene 20bit Adressen. Im Speicher stehe in Adres-
se a1 die Zweierkomplementdarstellung einer nicht-negativen ganzen Zahl x, fiir
die 2¥ mit 24bit in Zweierkomplementdarstellung darstellbar ist. Ergdnzen Sie
die fehlenden Konstanten und Adressen im unvollstindigen Minimalmaschi-



nenprogramim

while: LDC |:|

JMP while
end: HALT

derart, dass nach dessen Ausfithrung 2* in Zweierkomplementdarstellung im
Speicher bei Adresse a, steht. Beachten Sie, dass alle arithmetischen Ausdriicke,
in denen x vorkommt, keine Konstanten sind, und, dass 2° = 1 gilt.

Losung 5.2

Es gilt 2° = 1 und fiir jedes n € Ny gilt 2"t1 = 2.2" = 2" 4 2" Somit gilt 2! =
04+20=1+1,22=2142l=(1+1)+(1+1),22=22+22=[(1+1)+ (1 +
1]+ [(14+1)+ (14 1)], und so weiter. Initialisieren wir den Wert bei a; mit 1 und
wiederholen wir x-mal, dass wir den Wert bei a, mit sich selbst addieren und das
Ergebnis bei a, ablegen, so ist der Wert bei a; nach der nullten Wiederholung
20, nach der ersten Wiederholung 2!, nach der zweiten Wiederholung 22, und
nach der x-ten Wiederholung 2*. Ein Minimalmaschinenprogramm fiir diesen



Algorithmus ist das Folgende:

LDC 1
STV ap
while: LDC 0
NOT
ADD a4
STV aq
JMN end
LDV ap
ADD a5
STV ap
JMP while
end: HALT

Aufgabe 5.3 (4 + 4 = 8 Punkte)
Fiir jede positive ganze Zahl n € N ist der ganzzahlige bindre Logarithmus von
n, geschrieben |log, 11|, jene nicht-negative ganze Zahl k € Ny, fiir die 2F < n <

2k—|—1

a)

b)

gilt. Es seien a4, a4, und a3 drei paarweise verschiedene 20bit Adressen.

Im Speicher stehe in Adresse a; die Zweierkomplementdarstellung einer
positiven ganzen Zahl x;. Schreiben Sie ein Minimalmaschinenprogramm,
nach dessen Ausfiihrung die Zweierkomplementdarstellung von x; div 2
im Akkumulator steht und das hochstens die Adressen a; und a, verwen-
det.
Im Speicher stehe in Adresse a; die Zweierkomplementdarstellung einer
positiven ganzen Zahl x;. Schreiben Sie ein Minimalmaschinenprogramm,
nach dessen Ausfiihrung die Zweierkomplementdarstellung von |log, x> |
im Speicher bei Adresse a3 steht. Dabei diirfen Sie das Programm aus der
vorangegangenen Teilaufgabe verwenden, indem sie DIV a; dort im Pro-
gramm schreiben, wo das Programm aus der vorangegangenen Teilaufgabe
Zeichen fiir Zeichen ohne den (letzten) Befehl HALT eingefiigt werden soll.
Hinweise:

o Fiir jedes k € Ny gilt genau dann k = |log, x|, wenn x, div 2% = 1.

e Fiir jedes y € Ny gilt x, div 2V = (x, div 2) div 2V.

e Auch wenn Sie fiir Teilaufgabe a) keine Losung gefunden haben, kon-

nen Sie Teilaufgabe b) bearbeiten.

Losung 5.3

a)

Die Zweierkomplementdarstellung u von x; div 2 ist gleich der Zweier-
komplementdarstellung w von x; ohne das niederwertigste Bit. Zur Be-
rechnung von u rotieren wir w um eins nach rechts und setzen das hochst-
wertige Bit auf 0. Letzteres erreichen wir dadurch, dass wir den rotierten



Wert bitweise mit 011...1 verunden. Das Bitmuster 011...1 bekommen
wir indem wir 111...1 bitweise mit 000. . .01 exklusiv verodern und um
eins nach rechts rotieren. Als Minimalmaschinenprogramm:

LDV aq
RAR
STV aq
LDC 0
NQOT
STV ap
LDC 1
X0R ap
RAR
AND 4
HALT

b) Wir berechnen nacheinander x;, x; div 2, (x; div 2) div 2, und so weiter,
bis wir das erste Mal 1 erhalten. Auflerdem merken wir uns die Anzahl
durchgefiihrter Ganzzahldivisionen. Als Minimalmaschinenprogramm:

LDC O
STV a3
while: LDC 1
EQL a4
JMN end
DIV a4
STV aq
LDC 1
ADD aj
STV as
JMP while
end: HALT



