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Aufgabe 10.1 (4 Punkte)
Es sei T = (V,E) ein gerichteter Baum und es sei r die Wurzel von T. Beweisen
Sie, dass es keine Zyklen in T gibt.

Losung 10.1

Angenommen es gibt einen Zyklus z in T. Bezeichne den Start- und Zielknoten
von z mit v. Da T ein Baum ist, gibt es einen Pfad p von r nach v. Der Pfad p/,
der zundchst entlang p von r nach v lauft und dann entlang z von v nach v, ist
ein Pfad von r nach v. Da Zyklen mindestens die Lange 1 haben, ist p’ langer als
p, also insbesondere verschieden von p. Somit gibt es zwei Pfade von r nach v,
im Widerspruch zur Definition von Bdumen.

Aufgabe 10.2 (4 Punkte)

Es sei G = (V,E) ein gerichteter Graph und es sei G’ = (V,E*), wobei E* die
reflexiv-transitive Hiille von E ist. Beweisen Sie durch vollstandige Induktion,
dass fiir jedes n € Ny, jeden Knoten v € V und jeden Knoten w € V genau dann
(v,w) € E" gilt, wenn es in G einen Pfad der Lange n von v nach w gibt.

Losung 10.2

Induktionsanfang. Es seien v, w € V. Es gilt (v,w) € EV genau dann, wenn
v = w gilt. Und es gilt v = w genau dann, wenn es in G einen Pfad der
Lange 0 von v nach w gibt.

Induktionsschritt. Es sei n € Ny derart, dass fiir jedes v € V und jedes w’ € V
genau dann (v,w’) € E" gilt, wenn es in G einen Pfad der Linge n von
v nach @’ gibt (Induktionsvoraussetzung). Weiter seien v, w € V. Es gilt
(v,w) € E"! = E" o E genau dann, wenn es ein w’ € V gibt so, dass
(v,w") € E" und (w',w) € E. Die rechte Seite gilt nach Induktionsvoraus-
setzung genau dann, wenn es ein w’ € V gibt so, dass es in G einen Pfad
der Liange n von v nach w’ gibt und (w’,w) € E gilt. Die rechte Seite gilt
genau dann, wenn es in G einen Pfad der Lange n + 1 von v nach w gibt.

Aufgabe 10.3 (4 Punkte)

Es sei G = (V, E) ein kantenmarkierter, zusammenhéangender und ungerichteter
Graph mit Markierungsabbildung mg: E — No. Ein Teilgraph G’ = (V/, E’) von
G hei8t genau dann Spannbaum von G, wenn G’ ein ungerichteter Baum ist und
V! = V gilt. Ein Spannbaum G’ = (V/,E’) von G heifit genau dann minimal,
wenn fiir jeden anderen Spannbaum G” = (V”, E"”) von G gilt:

Y mp(e”) > ) me(e).

e// EE” eleEl

Der folgende , Algorithmus” berechnet einen minimalen Spannbaum G’ = (V', E')



von G:

wahle xg € V
V'« {xo}
E'+ {}
11
while V.V’ £ {} do
wihle x; € V' und y; € V \ V' derart, dass {x;,y;} € E und
Vxe V'Vye V V" ({xy} € E— me({x,y}) > me({x;,yi}))
Vi VU {yi}
E' + E'U{{x,yi}}
i—i+1
od

Hinweis: An den beiden Stellen, an denen ,wihle” steht, ist es fiir die Korrektheit
des Verfahrens nicht wichtig, welche Wahl man trifft, sofern sie den angegebenen
Bedingungen entspricht.

Geben Sie die Werte der Variablen x; und y, fiir k € Z, . {0}, nach der
Berechnung des minimalen Spannbaums des Graphen

mit dem obigen Algorithmus an, wobei im allerersten Schritt als xp der Knoten
a gewdhlt werde.

Losung 10.3
X1=ay1=4d x2=4d,yp =1%f,x3 =a,Yy3s =b, x4 =b, Yy =€, X5 =e,Ys =c,
X6 =€ Yo =8

In der folgenden Darstellung bilden alle Knoten zusammen mit den rot hin-
terlegten Kanten den minimalen Spannbaum, den der Algorithmus mit der Wahl
X9 = a berechnet:



Aufgabe 10.4 (4 Punkte)
Es sei G = (Z,,E) ein gerichteter Graph und es sei A die Adjazenzmatrix von
G. Wir nummerieren die Zeilen und Spalten von A mit 0 beginnend durch und
bezeichnen fiir jedes i € Z, und jedes j € Z, mit A;; den Eintrag von A in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte. Die Matrix A heifit genau dann
e hohl, wenn
VieZy,: Ai,,‘ =0
o symmetrisch, wenn
VieZyVj€Zy: Ajj=Aji;
e strikte obere Dreiecksmatrix, wenn
Vie Z, V] €Ziiq: Ai,]' =0
e hohle (2 x 2)-Blockmatrix, wenn

Jk e Z,: (V(Z,]) € Z]%Z Ai,j =0)A (V(Z,]) € (Z, ~ Zk)2: Ai,j =0).

Der Graph G heifit genau dann
e bipartit, wenn es zwei Teilmengen A und B von V gibt so, dass AN B = {}
und E C (A X B)U (B x A);
o zyklenfrei oder DAG, wenn es keine Zyklen in G gibt;
e schlingenfrei, wenn es keine Schlingen in G gibt;
e richtungslos, wenn fiir jedes (v, w) € E gilt (w,v) € E.
Beantworten Sie mit jeweils einem Wort die folgenden Fragen:
a) Falls A eine strikte obere Dreiecksmatrix ist, welche der oben genannten
Eigenschaften hat G?
b) Falls A eine hohle (2 x 2)-Blockmatrix ist, welche der oben genannten Ei-
genschaften hat G?
c) Falls G schlingenfrei ist, welche der oben genannten Eigenschaften hat A?
d) Falls G richtungslos ist, welche der oben genannten Eigenschaften hat A?

Losung 10.4
a) zyklenfrei b) bipartit c) hohl d) symmetrisch



