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Im folgenden schreiben wir [ +— f(n)] fiir die Funktion f: Ng — Ry : 1+ f(n).
Statt O ([n — f(n)]) schreiben wir kiirzer O (n — f(n)) und analog bei Q) (-)
und O (-).

Aufgabe 11.1 (4 Punkte)
Beweisen Sie, dass Q(n +— 2") N O(n +— n?) die leere Menge ist.
Hinweis: Gemaf der Vorlesung gilt [n — 2] 4 [n — n?].

Losung 11.1
Angenommen Q(n — 2")NO(n — n?) # {}. Dann gibt es ein f € Q(n —
2"y N O(n + n?). Wegen f € Q(n +— 2"), gibt es ein ¢ € Ry und ein 1y € Ng
derart, dass

Vn>mng: f(n) >c-2"

Und wegen f € O(n — n?), gibt es ein ¢’ € Ry und ein n) € Ny derart, dass
Vi >mnj: f(n) < -n
Also gilt
Vn > max{ng,njy} : c-2" < f(n) < ' -n?
Somit gilt
Vn > max{ng,nj} : 2" < %/ -n2.

Folglich gilt [n — 2"] < [n — n?], im Widerspruch zum Hinweis [n +— 2"] 4
[n — n?).

Aufgabe 11.2 (4 Punkte)

Es sei p: Ng — Rj eine Abbildung derart, dass eine nicht-negative ganze Zahl
k € Ny existiert und nicht-negative reelle Zahlen a; € Rar ,furi € Zyg 1, mitag #0
existieren so, dass

k .
VneNg:p(n) =) an'.
i=0

Die Abbildung p ist also eine Polynomfunktion des Grades k mit nicht-negativen
reellwertigen Koeffizienten und Definitionsbereich Ng. Beweisen Sie, dass p &
Q(n — nk) gilt.

Losung 11.2
Man setze ¢ = a;. Dann gilt fiir jedes n € Np:
k .
p(n) =Y an' > apn* = cn®.
i=0

Somit gilt p € Q(n > nk).



Setze ¢/ = Zi‘(:() a;. Fir jedes n € Ny gilt

Somit gilt p € O(n — nk).
Insgesamt gilt p € Q(n — n¥) N O(n +— n¥) = O(n — n¥).

Aufgabe 11.3 (4 Punkte)
Fir n € Ny sei G, der Graph (Vj,, E,) mit

Vo ={(x,y) EN§ | x+y <n}
En= A{((xy), (x+Ly))|x+1+y<n}
U{((xy), (x,y+1)) [x+y+1<n}
a) Zeichnen Sie Gs.

b) Fir welche n € Ny ist G, ein Baum?
c) Geben Sie eine Funktion f: Ny — RJ so an, dass [n — |V,|] € © (f).

d) Geben Sie eine Funktion g: Ng — R; so an, dass [n — |E,|] € O (g).

Losung 11.3
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b) firn =0undn =1
Q) fin— n? (exaktsind es (n+1)(n+2)/2)
d) g:nw—n? (exaktsind es2((n+1)(n+2)/2—(n+1)) =n(n+1))

Aufgabe 11.4 (7 Punkte)
Fiir jeden gerichteten Graphen G = (V, E) ist der sogenannte Kantengraph (engl. li-

ne graph) L(G) = (V', E’) wie folgt definiert: Wenn E nicht leer ist, dann ist

V' =,
E={((xy).(v,2) | (xy), (v,2) € V'};



wenn E leer ist, dann ist V/ = {0} und E' = {}.
Fiir n € Ny sei der n-te iterierte Kantengraph L"(G) so definiert:

L°(G) =G,
Vn € No : L"(G) = L(L"(G)) .

Es bezeichne im folgenden L},(G) die Knotenmenge von L"(G) und L}(G) die
Kantenmenge von L"(G).

Hinweis: | M| bezeichnet im folgenden stets die Kardinalitdt, also die Anzahl
der Elemente, einer endlichen Menge M.

a) Zeichnen Sie zu dem Graphen H;

den Kantengraphen L(H;) und benennen sie dessen Knoten sinnvoll.
b) Geben Sie eine Funktion f: Ng — Ry so an, dass [n — |L},(Hy)|] € © (f).
¢) Geben Sie einen Graphen H; mit 5 Knoten und 5 Kanten so an, dass fiir
dessen iterierte Kantengraphen L"(Hj) gilt:

[n— |LE(Hy)|] € ©(n+—0).

d) Fur n € Ny sei B, der de Bruijn-Graph mit Knotenmenge V;, = {0,1}"
und Kantenmenge E, = {(xw,wy) | x,y € {0,1} Aw € {0,1}"" '} (siehe
Kapitel 15).

e Geben Sie fiir jedes n € N eine Bijektion ¢, : E, — {0,1}"*! an.

e Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N4 der Kantengraph L(B,) isomorph
zu By, 1 ist.

e Fiir welche k € Z gilt [n — |L},(By)|] € O (n+— k") ?

Losung 11.4

e

Dieser Graph ist isomorph zu H;
b) n+— 4

<)



Anmerkung: In L(H,) existiert nur noch eine einzige Kante, ndmlich von
Knoten (B, A) zu Knoten (A, C); die einzige Kante ist also keine Schlinge.
Folglich existieren in L?(H,) keine Kanten mehr und damit auch nicht in
allen weiteren iterierten Kantengraphen.
d)
e ¢, By — {0,1}" 1 (xw, wy) — xwy
e Das eben definierte ¢, leistet schon das von einem Isomorphismus
Gewtinschte.
Es ist noch zu zeigen
— Wenn eine Kante in L(B,) von s nach ¢t fiihrt, dann auch eine
Kante in B, 11 von ¢y (s) nach ¢, (f):
Im folgenden seien x, x’,y,vy',z € {0,1} und w,w’,v € {0,1}*.
Es sei s = (xw,wy) und t = (x’w’,w'y’). Wenn eine Kante von s
zu t fithrt, dann ist wy = x'w'.

x Falls n = 1 und daher w = w’ = ¢ ist, ist auch y = x’ und
alles vereinfacht sich zu s = (x,y) und t = (y,v’). Dann ist
¢n(s) = xy nach ¢,(t) = yy’ und es gibt nach Definition von
E, eine Kante von ¢1(s) nach ¢1(t).

x Falls n > 2 ist, gibt es ein v mit wy = x'vy = x¥’'w’ und es
ist s = (xx’v,x'vy) und t = (x’vy, vyy’). Man erhilt ¢, (s) =
xx'vy nach ¢,(t) = x’vyy’ und nach Definition von E, 1 exis-
tiert eine Kante von ¢1(s) nach ¢ (#).

— Wenn eine Kante in B, 11 von ¢,(s) nach ¢,(t) filhrt, dann auch
eine Kante in L(By,) von s nach :

x Falls n = 1, ist ¢u(s) = xy nach ¢,(t) = yy'. Also ist der
Endpunkt der Kante (x, y) der Anfangspunkt der Kante (y,y’)
und folglich existiert in L(B;) eine Kante von s = (x,y) zu
t= (v y)-

x Falls n > 2, ist ¢,(s) = xwy und ¢, () = ¥’'w'y’. Wenn es
eine Kante von ¢, (s) zu ¢,(t) gibt, dann ist wy = x'w’ und es
muss ein v existieren mit wy = x'vy = x’w’. Folglich existiert
in L(By,) eine Kante von (xw, wy) zu (x'w’, w'y’).

e fiirk € {2,3}



