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Aufgabe 10.1 (1 +1 + 2 = 4 Punkte)
Es sei R ein zweistelliges Relationssymbol. Ferner seien die folgenden pradikatenlogischen
Formeln gegeben:

a) F; =3xVyR(y,x)

b) £, = IxRE,x)AVy R(%,¥))

¢) =3xVy (~y=x->Vz(R(x,y)AR(y,z) = x=2)))
Geben Sie fiir i € {1,2,3} einen gerichteten und streng zusammenhingenden Graphen
G; = (V;,E;) mit 4 oder 5 Knoten (d.h. 4 < |V;| < 5) sowie hochstens 10 Kanten
(d.h. |E;] < 10) an, sodass die Interpretation (D;, I;) mit D; = V; und I[;(R) = E; Modell
von F; ist. Begriinden Sie jeweils, warum (D, I;) tatsdchlich Modell von F; ist.

%

Das ist Modell von Fj, weil fiir jeden Knoten v € V; gilt: (v,0) € E;.

b) Ga:

Das ist Modell von F,, weil (0,0) € E; ist und (0,v) € E fiir jedes v € E; gilt.

C) Gg.

Das ist Modell von Fs, weil (0,v) € Ej fiir jedes v € V3 ist und fiir jedes u € V3 mit
u # 0 nur dann (u,u’) € E3 g11t, wenn u’ = 0 ist.

Losung 10.1
a) G1:

Aufgabe 10.2 (1 + 1 + 2 = 4 Punkte)
Es sei G folgender Graph:
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a) Geben Sie die Adjazenzmatrix A von G an.
Es sei nun f: V — Z eine Funktion und es bezeichne x den Spaltenvektor, d.h. die
4 x 1-Matrix,
i
_ (/@
@
f(3)
b) Berechnen Sie Ax.
c) Geben Sie eine konkrete Abbildung f: V — Z, die nicht konstant gleich Null ist
(d.h., esist f(v) # O fiir mindestens ein v € V), sowie eine Zahl A € Z mit Ax = Ax
an, d. h. es gilt:

£(0) A£(0)
Lo v
f(2) Af(2)
f(3) Af(3)
Tipp. Wenn Thre Adjazenzmatrix richtig ist, dann muss fiir jedes solche A gelten:
|A| <5.
Losung 10.2 0o 1 2 3
2) 0/00 11
1| 0011
A=l 1001
3\0 110
b) 00 1 1\ [f(0) f(2)+f(3)
U KT I CON I W Y
100 1| |f@]| 7 [0 +f3)
0110/ \f@) \f)+f2

c) Es gibt so ein f nur fiir A € {—1,0,2}:
* A=-Lf(0)=-1f(1)=-1f(2) =0, f(3) =1
oder £(0) = —1, f(1) = —1, f(2) = 1, (3) =
« A=0:£(0) = -1, f(1) = 1, f(2) = —1, £(3)
*A=2f(00=1f(1)=1fQ2)=1f03)=1
Man erhilt weitere Losungen, indem man die Funktionswerte von f (alle) mit einer
Konstante ¢ € Z \ {0} multipliziert.

Aufgabe 10.3 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)

Geben Sie fiir jedes i € {1,2,3} und jedes n € Ny, n > 2, eine Kantenmenge E; = Ei, C

Vi X V,, an, sodass der (gerichtete) Graph G; = G;,, = (Vy,, E;) mit V,, = Z,, schlingenfrei

ist und folgende Eigenschaft hat:
a) Gy: fiirjedes v € V, ist d*(v)
b) Gy: fiirjedes v € V,, istd ™ (v) =
c) Gz: fiir jedes v € V,, istd™ (v) #

1
v
d~(v) und d(v) > 1



Verwenden Sie bei Threr Definition von E; keine , Piinktchen” und achten Sie darauf,
dass G; keine Schlingen enthilt. Begriinden Sie anschliefiend jeweils, warum Ihr G; die
geforderte Eigenschaft hat.

Losung 10.3

a) By ={(u,0v) € Vy xV,; | (u+1) mod n = v}
E; ist (nicht nur eine Relation sondern auch) eine Abbildung, also ist d* (v) = 1 fiir
jedes v € V..

b) Er = {(u,v) € V, xV,, | u < v}
Fir jedes v € V,, ist |{u € V,, | u < v}| = |Z,| = v, also folgt d~ (v) = v.

c) Ez ={(u,v) € V, x V,, | u ist gerade und v ist ungerade}
Esistn >2,also 0,1 € V,. Fiir u € V, gerade ist damit d*(u) > 0und d™ (u) =
und fiir v € V,, ungerade gilt d (v) = 0 und d~ (v) > 0 (und es gilt sowohl d(u) >
als auch d(v) > 1).
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Aufgabe 104 (1.5 + 1 + 1.5 = 4 Punkte)
Es sei G = (V,E) ein schlingenfreier, ungerichteter Graph. Eine Menge C C V heift
Co-Cligue von G, wenn fiir jede zwei Knoten u,v € C mit u # v gilt: {u,v} ¢ E.

a) Geben Sie einen schlingenfreien, ungerichteten Graphen G; = (V4, E1) mit |V4| =7
an, sodass G; zusammenhéngend ist und eine Co-Clique C maximaler Grofle enthalt
(d.h., ist G} = (V{,E}) ebenfalls ein schlingenfreier und zusammenhingender
ungerichteter Graph mit |V]| = 7, so gilt fiir jede Co-Clique C’ von G}: |C'| < |C]).

Es sei jetzt fir n € Ny der Graph T,, = (V,,, E,) mit V,, = {i € N1 | i < n} gegeben,
wobei E, wie folgt rekursiv definiert ist:

Et=2 und E,q=E,U{{(n+1)div2,n+1}}

b) Zeichnen Sie Tyy. Beschriften Sie alle Knoten.

c) Geben Sie fiir jedes n € N zwei Co-Cliquen C,,, D,, C V,, an, sodass C, N D, = &
und C, U D, =V, ist.
Tipp. Anhand der Bindrdarstellung (ohne fithrende Nullen) eines Knoten v € V,,
lasst sich leicht identifizieren, zu welcher der zwei Co-Cliquen v gehort.

Losung 10.4
a) Gli

o

wobei C = {1,2,3,4,5,6}
b) Tl()l



(2) (3)
& © © O
® © W

c) Cp ={v eV, ||bin(v)| gerade} und D,, = V,, \ Cy,

Aufgabe 10.5 (1 + 2 = 3 Punkte)
Es sei M eine nichtleere Menge und R C M x M eine Relation auf M. In Aufgabe 7.5
haben Sie kennengelernt, dass eine R-Clique eine Menge C C M ist, fiir die fiir jedes x
und y aus C gilt: x Ry.
a) Zeigen oder widerlegen Sie: Wenn |M| > 1 und R reflexiv und symmetrisch ist,
dann gibt es eine R-Clique C mit mindestens zwei Elementen (d.h. |C| > 2).
b) Nehmen wir jetzt an, es gidbe zwei R-Cliquen C; und C; mit M = C; U G, und
C1 N Cy = @. Zeigen oder widerlegen Sie: R ist dann eine Aquivalenzrelation (also
reflexiv, symmetrisch, und transitiv).

Losung 10.5

a) Die Aussage ist falsch.
Wenn R = I, dann ist R reflexiv und symmetrisch, jede R-Clique enthélt aber
genau ein Element.
Die Aussage ist aber fast richtig; denn das ist das einzelne Gegenbeispiel. Fordert
man ndmlich noch R # Iy, dann gibt es x,y € M und x # y, sodass (x,y) € R
ist. Weil R reflexiv und symmetrisch ist, so ist dann C = {x,y} eine R-Clique (mit
mindestens zwei Elementen).

b) Die Aussage ist falsch.
R ist dann zwar zwangsweise reflexiv (weil jedes Element x € M dann einer der
zwei Cliquen C; und C; gehoren muss und damit (x, x) € R gilt), muss aber weder
symmetrisch noch transitiv sein, z.B. M = {1,2,3}, C; = {1}, C; = {2,3}, und
R={(11),(1,2),(22),(23),(52),(33)}.



