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Aufgabe 8.1 (1 +1 + 1 =3 Punkte)
Es sei F die Menge der Fahrrdader, M die der Motorrdder, und D = F U M. Formalisieren
Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik:

a) ,Jedes Fahrrad hat mindestens 2 Rader.”

b) ,Jedes Element aus D ist entweder ein Fahrrad oder ein Motorrad.”

¢) ,Wenn etwas kein Motorrad ist aber mindestens 2 Ridder hat, dann ist es ein

Fahrrad.”

Versehen Sie alle Relationssymbole, die in Thren Formalisierungen vorkommen, mit einer
passenden Interpretation, sodass der Bezug zu F, M, und D offensichtlich ist.

Losung 8.1
R bezeichne die Menge der Rader. Wir verwenden folgende Relationssymbole:
* F und M sind einstellige Relationssymbole, wobei I(F) = F und I(M) = M ist.
* R ist ein zweistelliges Relationssymbol, wobei I(R) C D x R die Relation ist, fiir die
gilt: (d,r) € I(R) gdw. d hat r als Rad.
Die Domine ist D U R.
a) Vx(F(x) = JyJz (R(x,y)ARx,z)A=(y =2)))
b) Vx ((F(x)v M(x)) A (F(x) = ~M(x)) A (M(x) = = F(x)))
oder Vx ((F(x) v M(x)) A = (F(x) A M(x)))
c) Vx((=M(x) ATy Iz (R(x,y) AR(x,2) A = (y = 2))) = F(x))

Aufgabe 8.2 (1 +1 + 1 =3 Punkte)
Es sei M eine nichtleere Menge und R, S C M x M Relationen auf M.
a) Zeigen Sie: Wenn R und S beides linkstotal sind, dann ist auch S o R linkstotal.
b) Zeigen Sie: Wenn S o R linkstotal ist, dann muss R linkstotal sein.
c) Zeigen oder widerlegen Sie: Wenn S o R linkstotal ist, dann muss S linkstotal sein.

Losung 8.2

a) Essei x € M. Weil R linkstotal ist, gibt es y € M, sodass (x,y) € R ist. Analog: Weil
S linkstotal ist, gibt es z € M mit (y,z) € S. Damit ist (x,z) € S o R. Da x beliebig
war, ist also S o R linkstotal.

b) Es sei x € M. Weil S o R linkstotal ist, gibt es z € M mit (x,z) € So R. Nach
Definition von S o R gibt es also y € M mit (x,y) € R. Da x beliebig war, ist also R
linkstotal.

c) Die Behauptung ist falsch. Man betrachte z.B. M = {1,2}, R ={(1,1),(2,1)} und
S={(1,1)}. Dannist SoR = {(1,1),(2,1)}, also ist S o R linkstotal, obwohl S es
nicht ist.

Aufgabe 8.3 (1 +1 + 1 =3 Punkte)
Es sei folgende pradikatenlogische Formel gegeben:

F = ¥x Yy (8(x) = (S(y) v R(x,y))) .

a) Geben Sie ein Modell (D, I) von F an, das weder Modell von G = Vx S(x) noch von
G’ = Vx —8(x) ist.

b) Ist F zur Formel H = V¥x Yy (S(y) = (8(x) v R(x,y))) logisch dquivalent? Begriinden
Sie Thre Antwort.

c) Ist F allgemeingiiltig? Begriinden Sie Ihre Antwort.



Losung 8.3
a) Z.B. D = Ny (oder sogar D = {0,1}), I(R) = < und I(S) = {0}.
b) Nein. Z.B. ist das eben angegebene (D, I) kein Modell von H, obwohl es Modell
von F ist. Damit konnen F und H nicht logisch dquivalent sein.
¢) Nein. Z.B. fiir D = Ny, I(R) = @ und I(8) = {0} ist (D, I) kein Modell von F.

Aufgabe 84 (2+1+ 1+ 6 =10 Punkte)
Es seien S und T einstellige Relationssymbole, und fiir i € {1,2,3} sei R; ein zweistelliges
Relationssymbol sowie F; die pradikatenlogische Formel

F:  VxVy((8(x)AT(y)) = Ri(x,y)) .

Es sei A = {a,b}. Fiir jedes w € A" und jedes i wird eine Interpretation (D, I,) durch
Dy = Zpy), Iv(S) = {y € Du | w(y) = a}, [u(T) = {y € Dv | w(y) = b}, und I, (R;) wie
folgt festgelegt:
(i) Lu(R1) = {(x,y) € Dy x Dy | x <y}
(ii) Lw(R2) = {(x,¥) € Dw X Dy | x # y}
(iii) Ly(Rs) = {(x,y) € Dy X Dy | x + y gerade}.
Da die Formeln F; keine freien Variablen enthalten, kann eine Variablenbelegung
beliebig gewdhlt werden. Wir sagen, ein Wort w € A™ ist Modell von F;, wenn gilt:
valp, 1,.6(F;) = w.
a) Geben Sie fiir w = abb explizit I,(S), I(T), Iv(R1), L»(R2) und I, (R3) an.
b) Geben Sie an, fiir welche i € {1,2,3} das Wort w = abb Modell der Formel F; ist.
c) Wenn fiir ein i das Wort w nicht Modell von F; ist, geben Sie eine Variablenbelegung
B an, die zur Interpretation (D, I,) passt und fiir die gilt:

UalDw/Iw,,B <(S(X>/\ T(Y)) — R.l'(X, y’)) = f

d) Geben Sie fiir jedes i jeweils die Sprache L; C A™ explizit an, die genau jedes Wort
w € AT enthilt, die Modell von F; ist. Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Losung 8.4
a) e I(s)={0}
e I,(T) ={1,2}
* Lw(R1) ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2)}
* lu(R2) ={(0,1),(0,2),(1,0),(1,2),(2,0),(2,1)}
b Iw<R3) = {(0,0), (O/ 2)/ (L 1)/ (2,0), (2/ 2)}
b) i € {1,2}

¢) f(x) =0und p(y) =1
d) o Li={a}"{p}"\ {e}
Begriindung: Ein Wort w € A" ist genau dann Modell von F;, wenn vor
jedem a in w kein b steht.
o [r= AT
Begriindung: Gilt fiir eine Variablenbelegung B(x) = B(y), so haben wir
valp,, 1,,(S(x) A T(y)) = f. Gilt wiederum B(x) # B(y), so haben wir
valp, 1,,6(R2(x,y)) = w. In beiden Fallen ist also valp,, 1, s(F2) = w, das
heifit, jedes w € A™ ist Modell von F,.



* Ly=({a} U {p}") \{e}

Begriindung: Jedes w € L3 ist Modell von F;, da fiir jedes B entweder
Z)lllDw,[w,‘B(S(X)) = f oder Z)lllDw,[w,‘B (T(y)) = f ist.
Sei andererseits w € AT Modell von F; und |w| > 2, und sei zudem i €
Zppmiti < |w| — 1. Fiir B(x) = iund B(y) = i+ listvalp,, 1, 6(Rs(x,y)) =
f, also muss valp,, 1, s(S(x) A T(y)) = £ sein, sprich entweder w(i) = a oder
w(i+1) = b. Fir B(y) =i und B(x) = i + 1 gilt ebenfalls valp,, 1, 5(S(x) A
T(y)) = £, also entweder w(i) = b oder w(i + 1) = a. Wir stellen fest, dass
w(i) = w(i+ 1) gelten muss. Weil i beliebig war, somit ist entweder w €
{a}* oder w € {b}* (wobei w # € laut Aufgabenstellung vorausgesetzt
wird).



