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Aufgabe 2.1 (2+1+1+2=6 Punkte)
Gegeben ist die zweistellige Funktion

E‘:D\I+XD\‘+—>D\I+, (e,d)’—>€d+1

auf den natiirlichen Zahlen, die Sie als Operator in Infix-Notation (also e &1 d statt (e, d))
schreiben konnen.
a) Zeigen Sie oder widerlegen Sie:
I ) @ ist kommutativ.

IT ) @ ist assoziativ.

Bezeichne im Folgenden Z, = {0,1}. Die Menge Z} ist demnach die Menge der Bitfolgen
der Liange n € N,. Fiir jedes n € N ist der Operator @, (wieder in Infixnotation
notierbar) folgendermafien definiert:
On: 28 X 2§ — 77,
(v,w) +— z
mit z(i) =1 gdw. w(i) = 1und v(i) =1 fur 0 <i < n.
b) Zzhlen Sie alle Worter w € ZS’ auf, bei denen in w ®3 001 genau eine 1 vorkommt.
c) Geben Sie die Machtigkeit der Menge {x € Z | x ®, 0""'1 # 0"} in Abhéngigkeit
vonn > 1 an.
d) Zeigen Sie oder widerlegen Sie fiir alle n € N.:
I ®, ist kommutativ.

II ®, ist assoziativ.

Losung 2.1
a) 1) @ ist kommutativ.

Zu zeigen: Ve,d E N, :e@d =d@e
Durch Einsetzen der Definition und mit Kommutativitdt der Multiplikation
erhilt manefd =e-d+1=d-e+1=dR@e.
I) @ ist nicht assoziativ.
Als Gegenbeispiel betrachten wir:

(1m2)E3=(1-241)3+1=10 (1)
A1E(Q2E3)=1-(2-34+1)+1=8 @)

b) Die Menge {w € Z|w ®3 001 enthilt genau eine 1} = {001,011,101,111}

c) x ®, 0" 11 # 0" genau dann, wenn das letzte Bit in x gesetzt ist. Damit ist jedes der
n — 1 verbleibenden Bits frei wihlbar und es gilt [{x € Z} | x ®, 0""11 # 0"}| =
271—1

d) 1) ®, ist kommutativ

Zu zeigen: Va,b € 2} :a ®yb=b®ya
Wir betrachten a ®, b = z und b ®, a = z’. Nach Definition gilt fiir alle
0<i<mn

=1lund b(i) =1 3)
1

4)
gdw. Z/(i) = 5)



) @, ist assoziativ.
Zu zeigen:Va,b € Z} :a® (b®c) = (a®b) Oc.
Seien z,, = a ®, b und z;. = b B, c.
Wir betrachten a ® (b ®¢) = z und (a ® b) ® ¢ = z’ Dann gilt nach Definition

von ®y:

z(i) =1 gdw. a(i) =1und zp.(i) =1 (6)
gdw. a(i)=1und b(i) =1und c(i) =1 (7)
gdw. z,(i) =1undc(i) =1 (8)

b
(i) =1 ©)
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Aufgabe 2.2 (0,5+1+2,5+1+1=6Punkte)

Sei Z} wieder die Menge der Bitfolgen der Lange n € N,. Aufierdem bezeichne im
Folgenden Z,, = {k € Ny | k < n} die Menge der natiirlichen Zahlen (echt) kleiner als
n € Nop. Sei C eine nichtleere endliche Menge mit |C| = n € N... Eine bijektive Funktion
a: Z, — C zdhlt die Elemente in C auf. Fiir eine gegebene solche Aufzdhlfunktion a
tibersetzt die Funktion 7, die Elemente aus C auf Bitfolgen der Lange n vermittels

7,:C—Z), x>z
mit z(i) =1 gdw. a(i) = x fur 0 < i < n.

a) Seien C = {0,1,2} und die Aufzihlfunktion a : Z3 — C mit a(x) = x gegeben.
Geben Sie 1,(0), 7,(1), und 7,(2) an.

b) 7, ordnet jedem Element aus C eine Bitfolge zu. Verallgemeinern Sie dieses Prinzip
zu einer Funktion T, : 2¢ — ZJ, die jeder Teilmenge X von C die Bitfolge T,(X)
zuordnet, in dem genau die Indizes i zu 1 auswerten, deren {iiber a erreichte
Elemente in X enthalten sind. Das Wort T,(X) représentiert also gewissermafien X
als (charakteristische) Bitfolge.

Geben Sie eine Funktionsdefinition von T, an. (Hinweis: Sie kénnen sich an der
Definition von T, orientieren.)

c) Zeigen Sie: T, ist bijektiv.

d) Seien a und 4’ zwei verschiedene Aufzéhlungen von C und n > 2 (Elemente in
andere Reihenfolge). Zeigen oder widerlegen Sie:

X=Qoder X =C gdw. T,(X)=Ty(X) (10)
e) Geben Sie einen Operator ©@: Z x Z} — Z7 an mit folgenden Eigenschaften:
T.(A) @ T,(B) = T,(AUB) fiiralle A,BCC

Hinweis: Der Operator @ soll also das Prinzip der Mengenvereinigung auf die
Bitfolgen, die endliche Mengen charakterisieren, verallgemeinern. Welche sind nun
die Indizes, an denen eine 1 stehen muss?

Losung 2.2
a) 1,(0) =100, 7,(1) = 010, 7,(2) = 001
b) T,(X) =zmitz(i) =1gdw. a(i) € X fir 0 <i < n.
c) Zu zeigen: T, ist injektiv und surjektiv.



Injektivitit : VX, X' CC.T,(X)=T,(X)= X=X
Sei also T,(X) = T,(X') = z. Damit X = X’ miissen wir zeigen, dass X C X’ und
X' CX.
e Richtung X C X"
Sei x = a(i) € X. Es gilt z(i) = 1 nach

z(i)=1 gdw. a(i)e X (11)
Da z(i) = 1 gilt auch a(i) € X’ nach
z(i)=1 gdw. a(i)e X’ (12)

e Richtung X' C X:
Sei x = a(i) € X'. Es gilt z(i) = 1 nach

z(i)=1 gdw. a(i) e X (13)
Da z(i) = 1 gilt auch a(i) € X nach

z(i)=1 gdw. a(i) € X (14)

Surjektivitit :Vz € Z;.3X C C.T,(X) =z
Wir konstruieren ein X C C fiir jedes gegebene z. Sei also z € ZJ beliebig. Nach
Definition von z = T,(X) gilt

z(i)=1 gdw. a(i) € X (15)

Damit erfiillt die Menge X = {a(i) € C | z(i) = 1} die gewtinschte Eigenschaft.
d) Die Eigenschaft ist falsch. Wir geben folgendes Gegenbeispiel an: Sei C = {0,1,2}
und verschiedene 4,4’ gegeben durch
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Dann gilt T,({0}) = 100 = T, ({0}) fur @ # {0} # C.
e) xQy =z mitz(i) =1 gdw. x()—lodery()—lfﬁr0§i<n.

Aufgabe 2.3 (3 + 3 = 6 Punkte)
Seien a,b,c € M beliebig und F : 2M — B eine injektive Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

F(X)mE(Y) = F(XUY) (16)
oF F(XNY). (17)

Wir wollen Beziehungen der Form alJb O aldc betrachten, wobei [0 € {=,#},O €
{und, oder}. Welche dieser Beziehungen fiir a,b,c folgen aus den Gleichungen und
Ungleichungen tiber F? Beweisen Sie Ihre Behauptungen.

a) 1) F({a}) # F({b}) B F({c})
II') F({a}) = F({b}) @ F({c})



b) 1) F({a}) = (F({b}) B F({c})) o F({a})
1) F({a}) # (F({b}) D F({c})) o F({a})

Losung 2.3
a) (Losung fiir (I) und (II)) Wir betrachten zuerst F({a}) = F({b}) @ F({c}) statt

F({a}) # F({b}) B F({c}).
Mit Gleichung gilt F({a}) = F{b}) @ F({c}) = F({b,c}).
Aus dieser Gleichung folgt dann mit der Injektivitit von F, dass {a} = {b,c} gelten
muss.
Das ist genau dann der Fall, wenn a = b und a = c.
Wenn wir die Beziehungen fiir F({a}) # F({b}) @ F({c}) zeigen wollen folgt mit
Gleichung (16) F({a}) # F({b}) @ F({c}) = F({b,c}).
Aufgrund der Rechtseindeutigkeit von Funktionen konnen bei ungleichen Funkti-
onswerten auch die Eingaben nicht gleich sein, also muss {a} # {b,c} gelten. Es
darf also darf {a} = {b,c} genau nicht gelten. Nach obiger Losung darf also a = b
und a4 = ¢ genau nicht gelten und wir erhalten a # b oder a # c als resultierende

Beziehungen.
b) Es gilt
(F({b}) @ F({c})) o F({a}) (18)
= F({b,c}) o F({a}) (19)
(17 =F({b,c}n{a}) (20)

I) Es gilt also F({a}) = F({b,c} N {a}). Mit der Injektivitit von F muss dann
gelten, dass {a} = {b,c} N {a}. Die Gleichheit gilt genau dann, wenn {b,c} N
{a} C{a} und {a} C {b,c} N{a}.

e Richtung {b,c} N{a} C {a}:
Sei x € {b,c} N {a}. Dann gilt x = a4 und damit auch x € {a}.
e Richtung {a} C {b,c} N{a}:
Sei x € {a}, dann x = a.
x =a € {bctn{a} gdw. a € {b,c}. Das ist genau dann der Fall,
wenn a = b odera = c.
Also muss gelten, dass a = b oder a = c.

IT) Es gilt also F({a}) # F({b,c} N {a}). Mit der Rechtseindeutigkeit von Funk-
tionen muss also gelten {a} # {b,c} N {a}. Das ist genau der Fall, wenn
{a} = {b,c} N {a} nicht gilt. Nach Teilaufgabe (I) darf also genau a = b oder
a = ¢ nicht gelten. Das ist genau dann der Fall, wenn a # b und a # c gilt.

Aufgabe 2.4 (1 + 2 = 3 Punkte)
Sei M eine endliche Menge mit |[M| = m > 2. Wir wollen einen Blick auf die Menge By
der bindren Operationen auf M werfen, also By = MM*M,
a) Geben Sie die Zahl der bindren Operationen auf M an, also |Bj|. Eine Begriindung
ist nicht notwendig.
b) Geben Sie die Zahl der kommutativen Operationen auf M an, also

{f:MxM— M| fist kommutativ. }| .

Hier reicht eine informelle Begriindung.



Losung 2.4
a) |By| = mm),
Begriindung (nicht gefordert): Die Menge der Paare {(a,b) | a,b € M} hat m?
Elemente. Fiir jede Eingabe (a,b) € M x M kann die bindre Operation auf einen
der m Elemente von M abbilden.
b) [{f: Mx M — M| f ist kommutativ.}| = m™ s
Begriindung: Wir bezeichnen mit o eine beliebige bindre Operation auf M.

Damit o kommutativ ist, muss gelten, dass Va,b € M : aob = b o a. Die Reihenfolge
der Funktionsargumente spielt also keine Rolle.

Daher betrachten wir die Menge aller zweielementigen Mengen S = {{a,b} | a,b €
M und a # b}.

Es gibt () zweielementige Mengen tiber einer Menge mit m Elementen. Also
5 = (3) = "0,

Fiir jedes Element a € M ist zusétzlich offensichtlich auch a 0 a = a o a. Die Menge
{a,a} = {a} ist jedoch einelementig und daher nicht in S enthalten.

Daher gilt:

m(m+1)

{f:Mx M— M| f ist kommutativ.}| = m*I*" = m (21)



