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Aufgabe 5.1 (1.5+0.5+1+ 0.5+ 1.5+ 1+ 2 =8 Punkte)
Seien A = {a,e,m,t} und B = {0, 1} zwei Alphabete und w = matetee. Wir wollen uns
im Folgenden mit Codierungen von Worten iiber dem Alphabet A befassen.

a) Berechnen Sie eine Huffman-Codierung, indem Sie einen Huffman-Baum fiir das
Wort w aufstellen. Geben Sie dafiir eine Funktion : A — B* an, die einen Homo-
morphismus h** induziert, der die Huffman-Codierung des Wortes w erzeugt.

b) Geben Sie das codierte Wort #**(w) an.

c) Geben Sie eine unendliche Menge V C A* an, so dass h** die Huffman-Codierung
fiir jedes v € V ist.

d) Sei eine weitere Codierung c** : A* — B* gegeben, die durch die Funktion c: A —
B* wie folgt induziert wird:

c(a) =00, c(e)=01, c(m)=10, c(t)=11

Geben Sie das codierte Wort ¢**(matetee) an.
e) Geben Sie ein Wort v € A* minimaler Lange an, so dass
* jedes Zeichen von A mindestens einmal in v vorkommt, und
* die Codierung h**(v) echt kiirzer ist als ¢**(v), also |**(v)| < |c**(v)] gilt.

Bei Dateniibertragungen wird haufig (jedoch nicht ausschliefslich) das bindre Al-
phabet B verwendet. In der Realitédt sind Dateniibertragungen allerdings nicht immer
fehlerfrei. Im Folgenden wollen wir uns rudimentir mit fehlerbehafteten Ubertragungen
auseinandersetzen. Dafiir wollen wir davon ausgehen, dass wihrend der Ubertragung
eines Codewortes iiber B Storungen auftreten konnen. Diese Storungen machen sich
in unserer Betrachtung durch ein ,gekipptes” Bit bemerkbar. Um eine Stérung eines
bestimmten Bits zu simulieren, wollen wir die Storfunktion ¢; verwenden, die ein Wort
tiber B auf das gleiche Wort, allerdings mit einer Stérung an der Stelle i, abbildet — also
die 1 mit der 0 vertauscht, und andersherum. Die Funktion ist formal wie folgt definiert:

0 i=jund u(i) =1
fi: B - B, u—wmitw(j) =41 i=jund u(i) =0 (fiir 0 < j < |u])

u(j) i#j

mit |u| = |£;(u)| fir 0 <i < |ul.
f) Decodieren Sie die gestorten Codewdrter £, (h**(w)), (£20%6)(H**(w)), £2(c** (w))
und (4 0 £¢)(c**(w)).
g) Wiegen Sie die Vor-, und Nachteile der beiden Codierungen #** und c** ab, wenn
Worter tiber A codiert tibertragen werden sollen. Nennen Sie dazu ein Szenario in
der die Kodierung h** vorteilhafter ist und ein Szenario, in der die Codierung c**
vorteilhafter ist.

Losung 5.1
a) Die Struktur des Huffman-Baums ist eindeutig. Ein giiltiger Huffman-Baum lasst
sich beispielsweise mit folgener Kantenbeschriftung erstellen:



Indem wir die Zeichen entlang des Pfades von der Wurzel zu den jeweiligen Knoten
des Baumes konkatenieren, erhalten wir die folgende Funktion h:

a e m t
000 1 o001 O1

X

h(x)

b)

h** (matetee) = h(m)h(a)h(t)h(e)h(t)h(e)h(e)
=001-000-01-1-01-1-1
= 0010000110111

c) Beispielsweise kann man V wihlen als
V = {ma't¥e¥ |ic Ny}

Die Funktion h** ist eine Huffman-Codierung fiir alle Worter v € V, da die relativen
Haufigkeiten der Zeichen in allen v € V dieselben sind, wie im Wort w, fiir das
Huffman-Codierung h** erstellt wurde.

d)

c**(matetee) = c(m)c(a)c(t)c(e)c(t)c(e)c(e)
=10-00-11-01-11-01-01
= 10001101110101

e) Das Wort aeeemt € A° leistet das Gewiinschte. Fiir jede Huffman-Codierung h
haben zwei der Zeichen aus der Menge {a,m, t} die Codeldnge 3, eines hat die
Codelédnge 2, und das Zeichen e hat die Codeldnge 1. Daraus ergibt sich eine
Codeldnge von |h*(aeeemt)| = 2-3+2+3-1 = 11. Fiir die andere Codierung gilt
|c*(aeeemt)| = 6 -2 = 12 > 11, also die gesuchte Eigenschaft.

f)

Ursprungswort w matetee matetee
Codierung f h c
Codiertes Wort f**(w) = x | 0010000110111  10001101110101
#>(x) | 0000000110111 10101101110101
Decodierung der einfachen Storung aatetee mmtetee
(£20%¢)(x) | 0000001110111 10101111110101
Decodierung der doppelten Stérung aaeeetee mmtttee




g) i) Szenario: Datenspeicherung
Ein Wort (mit optimaler Eigenschaft fiir Codierung h** soll auf einer Fest-
platte mit beschrankter grofle gespeichert werden. Hier hat die die Huffman-
Codierung h** einen Vorteil, da die kleinstmogliche Codierung eben durch
diese gegeben ist.

ii) Szenario: Dateniibertragung in Form einer Email
Ein Wort soll so iibertragen werden, dass eine andere Person diese nach dem
Erhalt des Datums und anschliefender Decodierung lesen kann. Hier hat
die Codierung c** einen Vorteil, da im Falle einer Stérung nur das Zeichen,
welches das gestorte Bit enthielt, fehlerbehaftet decodiert wird. Der Rest der
Nachricht bleibt fehlerfrei.

Aufgabe 5.2 (0.5+ 1.5+ 1+ 1+ 2 =6 Punkte)
Auf Blatt 2 haben Sie bereits den Operator ®,,: Z} x Z} — Z} sowie in der Vorlesung
die Funktionen Repr,, Numy, und die Modulooperation a mod b kennen gelernt. Zur
Erinnerung;:
U O 0 = w mit w(i) = {1, wenn u(i) = 1und v(i) =1
0, sonst
a) Berechnen Sie 28 mod 16
b) Berechnen Sie Repr,(28) schrittweise.
c¢) Berechnen Sie Num;(Repr, (28) ®5 01111).
d) Seishl: Z} — Z;,w — w-0 der ,shift left” Operator. Beweisen Sie, dass Numy (shl(w)) =
2 - Numy (w) fiir alle w € Z; gilt.
e) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion {iber k, dass 25 — 1 = Num,(1¥) fiir alle

k € Ny gﬂt
Losung 5.2
a) 28 mod 16 = 12
b)
Repr,(28) = Repr, (28 div 2) - repr, (28 mod 2)
= Repr, (14 div 2) - repr, (14 mod 2) - 0
= Repr, (7 div 2) - repr, (7 mod 2) - 00
= Repr, (3 div 2) - repr, (3 mod 2) - 100
= repr,(1) - 1100
= 11100
<)
Num; (Repr, (28) ®501111) = Numj,(11100 @5 01111)
= Num,(01100)
=12

d) Fiir alle w € Z; gilt:

Num; (shl(w)) = Nump(w0) = 2-Numgy(w) + num;(0) = 2-Numy(w) +0 = 2- Num; (w)



e) Beh.: Fiir alle k € Ny gilt: 25 — 1 = Numy(1F).
Bew.:

Induktionsanfang: Sei k = 0, dann gilt:

2F—1=2"-1=1-1=0=Numy(e) = Numy(1°) = Num;(1¥)

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges, aber festes k € Ny gelte 2F — 1 =
Numj (15).

Induktionsschluss : Gilt die Beh. fiir k, dann gilt diese auch fiir k + 1.

Num; (1FF1) = Num, (1F - 1) Konkatenation )

(

=2 Numz(lk) + num;(1)( Def. Numy,)
(
(

=2-Numy(1F) +1 Def. numy)
=2-(2-1)+1 Induktionsvoraussetzung )
— 2k+1 241

— 2k+1 -1

Und daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 5.3 (1 + 6 = 7 Punkte)
In dieser Aufgabe befassen wir uns mit der Addition von Bindrzahlen, die wir formali-
sieren wollen. Dabei bildet der Operator &¢: Z x Z§ — Z3 zwei Worter der Lange
n € Ny, die jeweils eine Bindrzahl reprasentieren auf ein Wort der Lange n + 1 ab, das die
Summe beider Zahlen reprasentieren soll. Im Superskript wird dabei der Ubertrag ¢ € Z,
aus vorangegangenen Addtionsschritten mitgefiihrt, so dass sich hinter @, eigentlich
zwei Operationen @9 und @} verbergen.

Wir betrachten nun die folgende induktive Definition fiir die durch ©, beschriebenen
Funktionen fiir beliebige c € Z,,n € Np:

edpe=rc
Vo,w € Z} Vo, € Zy : va &, wh = (0 &P w) - 5(a, B, c)
Dabei beschreibt

1, wenn Np (xyz) € {1,3}

81 Zy X Zo X Zy = Zp, (%,y,2) =
2 X Zo X 7o 2 (x,y,2) {o, wenn Nj (xyz) € {0,2}

die bindre Ergebnisziffer der niedrigsten Stelle, die aus Addition der drei Argumente
hervorgeht, wihrend der bindre Ubertrag in die nichste Stelle durch die Funktion

1, N. >1
v Zz X Zz X Zz — Zz, (x,y,z) — wenn 1(X]/Z)
0, wenn Nj(xyz) <1

berechnet wird.
a) Berechnen Sie 0110 &}, 1101 schrittweise



b) Wir wollen nun die Kommutativitit von ©9 beweisen. Dabei gehen wir strukturiert
vor. Zeigen Sie zuerst die beiden folgenden hilfreichen Lemmata:

i) Vx,y,z € Zp : 6(x,y,2z) = 5(y, x,2)
(d.h., 4 ist kommutativ in den ersten beiden Argumenten).

ii) Vx,y,z € Zp - y(x,y,2) = v(y,x,2)
(d.h.  ist kommutativ in den ersten beiden Argumenten).

Der Beweis der Kommutativitdt von &9 hiangt auch von der Kommutativitit von
@5 ab. Daher wollen wir eine stdrkere Behauptung beweisen, die auch die Kommu-
tativitdt von @f impliziert.

iii) Beweisen Sie: Vi € Ny, V¢ € Z,Vw,v € Z : w &, v = v ©f, w. Verwenden Sie
dazu vollstindige Induktion tiber die Wortlinge |w| = |v| = n.

Losung 5.3
a)

0110 @} 1101 = (011 @ 110)0
= (01 &3 11)00
= (0] 1)100

= (e ®§ €)0100
= 10100

b) Wir bemerken zuerst, dass fiir beliebige Zeichen 4, x1, x2, x3 € A aus einem Alphabet
A gilt, dass N,(x1x2x3) = N,(x2x1x3). Das folgt daraus, dass die Anzahl der
Zeichen a in einem Wort x1x2x3 nicht von der Reihenfolge der Zeichen x;,i €
{1,2,3}, abhingt, sondern nur davon, wie viele der x;,i € {1,2,3} gleich a sind.

i.) Lemma 1: Vx,y,z € Z : 6(x,y,z) = 6(y, x,2).
Der Beweis folgt mit der Bemerkung angewendet auf Nj (xyz):

5(x,y,2) = 1, wenn N (xyz) € {1,3} _ 1, wenn N (yxz) € {1,3} — S(y1,2)
0, wenn N (xyz) € {0,2} 0, wenn N (yxz) € {0,2}
ii.) Lemma 2: Vx,y,z € Z : v(x,y,2) = v(y, x, 2).
Der Beweis folgt wieder mit der Bemerkung angewendet auf N (xyz):
1, wenn Ny (xyz) > 1 1, wenn Ny (yxz) > 1
1 y,2) = > W= )
0, wenn N; (xyz) <1 0, wenn N (yxz) <1

iii.) Den Beweis fiir die Behauptung Vn € N, Vc € Zp,Vw,v € Z} : w®dj, v =
v @5, w fithren wir nun mittels vollstindiger Induktion tiber die Wortldnge
|w| = |v| =n € No.

Induktionsanfang: Sein = 0, dann ist w = v = ¢ und es gilt:

vByW =€eDye =w Dy 1)



Induktionsschluss: Sei n € Ny beliebig aber fest.
Es gelte die Induktionsvoraussetzung: Vc € Z,,Vw,v € Z) : w ®j, v = v Oj, w.

Wir betrachten nun Worter v = v'a, w = w'p der Lange n + 1 mit |[¢/|, |w'| = n

und a, B € Z,. Es gilt

v w=0ad,  wp
) ( Definition von &5, )
B,a,c) (Lemmal)
) (

Lemma 2 )

— w/‘B @;+1 U/IX ( Deflnltlon von @;Cq+l)

_ C
- w@n—i-l v

Und damit folgt die Behauptung.



