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Aufgabe 1 - Zeichensalat (4 Punkte)

Gegeben sei das Alphabet A = {a,b}. Fiir jede der folgenden Bedingungen
B; miti € {1,2,3,4} sei L; = {w € A* | werfiillt B;} die zugehorige Sprache.
Geben Sie fiir jede Sprache L; einen formalen Mengenausdruck an, der genau
L; beschreibt. Verwenden Sie hierfiir ausschliefllich folgende Zeichen:

a b )Y { }, = - U

a) By =, |w|=0" (1 Punkt)

b) By = ,Es kommen je mindestens ein a und b in w vor.” (1 Punkt)

¢) B3 =,Das Teilwort ba kommt nicht in w vor.” (1 Punkt)

d) B = ,Direkt nach jedem a folgen zwei b in w*” (1 Punkt)
Losung 1

a) L1 ={}"

b) L, ={a,b}" - {ab,ba} {a,b}"
o) Ly ={a}" - {p}"
d) Ly = ({b}" U {abb})"

Aufgabe 2 - Geschickt geteilt (3 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € IN.. die folgende
Aussage gilt:
8" — 1 ist durch 7 teilbar.

L6ésung 2
IA: n=1 Esgilt8" —1=8—1=7ist offensichtlich durch 7 teilbar. v
IS: n~mn+1 Sein € N, fest, aber beliebig.

IV: Es gilt 8" — 1 ist durch 7 teilbar.
IB: Es ist zu zeigen, dass 8! — 1 durch 7 teilbar ist.



Es gilt:

87’l+1_1:8n+1_8+7

=8- (8" —-1) +7
N———
durch 7 teilbar nach IV
Damit ist 8"*! — 1 durch 7 teilbar. O

Aufgabe 3 - Beweise unter Koffeinmangel (2 Punkte)

Der hinterhiltige Dr. Meta hat erneut zugeschlagen! Dieses Mal trifft es die GBI
besonders hart, denn Dr. Meta hat ihren gesamten Kaffeevorrat gestohlen. Wie
sollen die Agenten denn nun klar denken?

Die Agenten Boole und Kleene haben Wache gestanden und den Schurken
sogar ertappt, jedoch nicht die Verfolgung aufgenommen. ,,Aber warum denn?”,
ruft Detektivin Lovelace. ,Ihr seid mit euren Fahrradern doch doppelt so schnell
wie er und hittet ihn locker einholen knnen!”

Boole und Kleene behaupten, ihnen sei sofort klar gewesen, dass sie Dr. Meta
nie hdtten einholen kénnen. Als sie ihn gesichtet haben, war er schon 100 Meter
entfernt. Die Agenten haben die folgende Uberlegung angestellt:

Fiir einen Zeitpunkt t € INg bezeichne dyfet, () € R die Strecke in Metern,
die Dr. Meta zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegt hat und dgpr(f) € R die Strecke
in Metern, die die Agenten zuriickgelegt haben. Die Verfolungsjagd wird mit
Hilfe einer unendlichen Folge von Zeitpunkten wie folgt modelliert:

* ty = Beginn der Verfolgungsjagd mit dgpy () = 0 und dpgeta (fo) = 100
e Fir jedes 1€ IN, gllt dgpr (t;) = dyeta (Fi—1) -

Intuitiv ist t; also der Zeitpunkt, zu dem die Agenten an der Stelle ankommen,
an der Dr. Meta zum Zeitpunkt t;_; war. Sowohl die Agenten der GBI als auch
Dr. Meta bewegen sich jeweils mit konstanter positiver Geschwindigkeit fort,
wobei die Agenten doppelt so schnell sind wie Dr. Meta.

Die Behauptung ist nun, dass fiir alle n € Ny gilt, dass dpfeta (t2) > dgpr(tn).

IA: n=0 Es gilt dyjeta (F9) = 100 > 0 = dgpy (o) v

IS: n~~n+1 Sein € Ny fest, aber beliebig.

IV: Die Agenten haben Dr. Meta zum Zeitpunkt f, noch nicht eingeholt,
also dyjeta (tn) > dgpr (t).

IB: Es ist zu zeigen, dass dpjerq (tr41) > dgpr (Ene1) -



Es gﬂt: dGBI (ty1) = dmeta (En) > dGBI (t;) nach IV.

Seien Ameta = AMeta (tnr1) — dMeta (tn) und Agpr = dgpr(tnr1) — dgpr (tn)-
Da die Agenten doppelt so schnell sind wie Dr. Meta, ist Agpy = 2 - AMeta-
Aufierdem ist Apgers > 0, denn Dr. Meta bewegt sich nach Voraussetzung
mit positiver Geschwindigkeit fort.

dMeta (tn+1) = dMeta (tn) + AMeta

= dgpr (tn+1) + AMeta

AMeta>0
> dgpr(tpe1)

Also gilt dyeta (Fr+1) > dgpr (Br+1) ]

,Also”, folgert Agent Boole, , haben wir schnell eingesehen, dass wir Dr. Me-
ta niemals (in der Zunkunft) hitten einholen kénnen und haben die Verfolgung
gar nicht erst aufgenommen.” Da kann Detektivin Lovelace nur noch mit dem
Kopf schiitteln. Die Agenten haben sich bei ihrem Versuch, alles induktiv zu
modellieren, wohl irgendwo vertan. Analysieren Sie den ,Beweis” von Boole
und Kleene und argumentieren Sie, warum dieser fehlerhaft ist.

L6sung 3

Das Problem hier ist, dass die letzte Schlussfolgerung fehlerhaft ist. Die Agenten
behaupten, dass sie Dr. Meta nie hétten einholen konnen, dass also d e, (1) >
dgpr (1) fiir jeden beliebigen Zeitpunkt, nicht fiir fiir jeden Zeitpunkt aus der
oben definierten Folge. Das ist allerdings nicht, was mit dieser Induktion ge-
zeigt wurde, denn:
Seii € N+ beheb1g und seien Aé\/feta = dMgm (ti) — dMeta (tifl), AiGBI = dGBI (ti) —

dgp1(ti—1). Da die GBI doppelt so schnell ist wie Dr. Meta, gilt ALy, =2- Al .
Also:

Aé\/Ieta = dMeta (ti) - dMeta (ti—l)
= dgpr(tiy1) — dgpr(t)
= dgpr () + Mg — dapr ()
= Al&lﬂ
=2 Aé\zleta

Mit jedem Zeitschritt nimmt die zuriickgelegte Strecke also um den Faktor 2
ab. Da Dr. Meta und die GBI sich mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegen,



folgt daraus, dass auch die Abstidnde zwischen den Zeitpunkten der oben de-
finierten Folge stets halbiert werden. Damit gibt es eine obere Schranke fiir die
Zeitspanne, die von der Induktion abgedeckt wird:

1
Yo (i — ) = ) o (b —ho) = 2(t — to)
i=0 i:02

Aufgabe 4 - Starke Induktion (6 Punkte)

In der Vorlesung wurde bereits erwdhnt, dass es verschiedene Varianten der
vollstandige Induktion gibt. Eine solche Variante ist die so genannte starke In-
duktion. Diese funktioniert nach dem folgenden Schema:

Sei A(m) eine Aussage tiber m € INy. Dann ist A wabhr fiir alle n € Ny mit
n > ny € INg unter den folgenden Annahmen:

e Esgilt A,,.
e Fiir alle n > ny gilt: Wenn Ay fiir alle ny < k < n gilt, so gilt auch A,,;.

Wir betrachten in dieser Aufgabe die folgende Aussage A;:
n kann als Summe paarweise verschiedener Zweierpotenzen dargestellt werden.

a) Geben Sie eine solche Summendarstellung fiir 2; 4; 6; 14 an. (1 Punkt)

b) Beweisen Sie die Aussage A; fiir jede Zahl n € INy mit starker Induktion.
(3 Punkte)

Der Name ,starke Induktion” bedeutet nicht, dass starke Induktion ein machti-
geres Werkzeug ist als die vollstandige Induktion. Tatsdchlich wird in der Vor-
lesung und im Skript (Abschnitt 6.2) gezeigt, dass jeder Beweis mit starker In-
duktion in einen mit normaler vollstindiger Induktion umgewandelt werden
kann.

c) Beweisen Sie die Aussage A, fiir jede Zahl n € INy mit vollstandiger In-
duktion. (2 Punkte)



Losung 4

a)

b) IA:

IS:

7 = {1}
Z4) = {2}
Z6) = {1,2}

Z(14) = {1,2,3}

n = 0: Die leere Summe, also die Summe von 0 Zweierpotenzen, hat
den Wert 0. v

n~n+1 Sein € Ny fest, aber beliebig.

IV: Fiir alle k € INg mit k < n gilt: k kann als Summe von paarweise
verschiedenen Zweierpotenzen dargestellt werden.

IB: Es ist zu zeigen, dass sich n + 1 als Summe paarweise verschiede-
ner Zweierpotenzen dargestellt werden kann.

Seii=max{j € Ng|2 <n+1}.Danngiltn+1=2/+m, wobeim €
No und m < n. Aulerdem muss m < 2! sein, denn sonst wire n >
2.2 = 27*1 was im Widerspruch dazu stiinde, dass i grofitmoglich
gewdhlt wurde.

Wenn m = 0, dann ist 7 + 1 = 2!, womit die gesuchte Darstellung von
n +1 gefunden ist.

Ansonsten ldsst sich m nach IV als Summe paarweise verschiedener
Zweierpotenzen darstellen Sei Z die Menge dieser Zweierpotenzen.
Da 2! > m wie oben gezeigt, muss 2' ¢ Z gelten.

Damit ist Z U {2} die Menge der paarweise verschiedenen Zweier-
potenzen, deren Summe genau 7 + 1 ist. l

¢) Zundchst definieren wir fiir n € INy die Aussage B:

Fiir jedes i € INg mit i < n gilt, dass sich i als Summe paarweise verschiedener
Zuweierpotenzen dargestellt werden kann.

IA: n = 0: Die leere Summe, also die Summe von 0 Zweierpotenzen, hat

IS:

den Wert 0. v
n~»n+1 Sein € Ny fest, aber beliebig.

IV: Fiir alle k € INg mit k < n gilt: k kann als Summe von paarweise
verschiedenen Zweierpotenzen dargestellt werden.



IB: Es ist zu zeigen, dass alle k € IN, mit k < n+1 gilt: k kann
als Summe von paarweise verschiedenen Zweierpotenzen dargestellt
werden.

Seik € INg mit k < n. Dann kann k nach IV als Summe von paarweise
verschiedenen Zweierpotenzen dargestellt werden.

Seii=max{j € Ng|2 <n+1}.Danngiltn+1=2/+m, wobeim €
N und m < n. Aulerdem muss m < 2! sein, denn sonst wire n >

2.20 = 2*1 was im Widerspruch dazu stiinde, dass i grofitmoglich
gewdhlt wurde.

Wenn m = 0, dann ist n + 1 = 2/, womit die gesuchte Darstellung von
n+1 gefunden ist.

Ansonsten ldsst sich m nach IV als Summe paarweise verschiede-
ner Zweierpotenzen darstellen Sei Z die Menge dieser Zweierpoten-
zen. Da 2 > m wie oben gezeigt, muss 2 ¢ Z gelten. Damit ist
ZU {Zi} die Menge der paarweise verschiedenen Zweierpotenzen,
deren Summe genau n + 1 ist.

Also konnen alle k' € INp mit k' < n+ 1 als Summe von paarweise
verschiedenen Zweierpotenzen dargestellt werden. O

Aufgabe 5 - Summendarstellung (3 Punkte)

Wir betrachten erneut die Aussage aus der vorherigen Aufgabe. Wir wollen nun
eine Funktion Z : Ny — P (INp) angeben, die eine solche Summendarstellung
berechnet. Konkret soll fiir alle n € INg gelten, dass 11 = Y ez () 2* (die Summie-
rung iiber alle Elemente von Z(n), geschrieben als } .7 ,,, ist wohldefiniert,
so lange Z (n) endlich ist). Z(n) soll also die Menge aller Exponenten der Zwei-
erpotenzen sein, die aufsummiert n ergeben.

Geben Sie eine Definition fiir Z an.

Losung 5

ZINO — P(No)
n— {i € No | RCRepr,(n))) (i) =1und i < |Repr,(n)|}

Erinnerung: Fiir ein Wort w ist wR das Spiegelwort von w.
Eine alternative Losung ist:

1 {ie]No\ (n div 2)) mod2=1}



Aufgabe 6 - Quersummen (3 Punkte)

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit Teilbarkeitsregeln fiir Quersum-
men. Die Quersumme einer Zahl n zur Basis b ist die Summe der Werte aller
Ziffern, notiert als

|Repr;, ()] -1
Qy(m) =Y. Numy(Repr,(n) (1))
i=0

Wir wollen die folgende Aussage A beweisen:
Seien b,k € N, so dass b > k und b mod k = 1. Dann gilt fiir jede Zahl n, dass n
genau dann durch k teilbar ist, wenn Qy, (n) durch k teilbar ist.

* Nutzen Sie A, um fiir die folgenden Zahlen zu bestimmen, ob sie durch 3
teilbar sind: 1234; 951753; 852456. (1 Punkt)

» Zeigen Sie A. Sie diirfen dafiir annehmen, dass fiir alle n,b € N, gilt

|Repr, (m)[-1
n= Z b' Numy, (R (Repr,, (1)) (i))
i=0

wobei R (w) das das Spiegelwort von w wie in Blatt 3 Aufgabe 2 ist. (2 Punkte)

L6sung 6

a) Es gilt Q(1234) = 10, Q(951753) = 30 und Q(852456) = 30, also ist 1234
nicht durch 3 teilbar, aber die anderen beiden sind es.

b) Seien b,k € IN, so, dass b > k und b mod k = 1. Wir zeigen nun, dass
nmod k = Qp(n) mod k, woraus A folgt.
Fiir den Fall, dass k = 1, ist die Aussage trivial.

Sei nun k > 2. Dann gilt fiir i € INy:

b mod k = (bmodk)imodk:1imodk:1modkk§11



Damit folgt:

nmod k

[Repr;, (m)|-1
Y. b'Numy(R(Repr,(n)) (1)) | modk
i=0
[Repr,, (n)|—1 '
Y (b Numy (R(Repr,(m) (@) ) modk | mod k
i=0
|Repr, (m)[-1
(b’) mod k - (Numy, (R (Repr, (1)) ())) mod k | mod k
i=0
|Repr, (n)|—1
1+ (Numy (R(Repr, (1)) (i))) mod k | mod k
i=0
|Repr;, (n)|—1
Z (Num;, (Repr,, (1) (1)) ) mod k | mod k =0
i=0
|Repr;, (1) -1

) Numb(Reprb(n)(i))> mod k
i=0

= Qp(n) mod k
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