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Wir werden immer mal wieder Umfragen machen...

Sie konnen sich bereits einloggen. Nutzen Sie das KIT Wi-Fi bei schlechtem Empfang.

@ o Go to wooclap.com Event code
o Enter the event code in the top banner H 'PFAX
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@ You cannot vote anymore

Was ist charakteristisch flir untiberwachtes Lernen?

.....

7% 72 |

WOOClap _ : 77% correct 93 /136 <2



Der ML-Zoo...
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K-NN Decision Trees

Vi
Classification

Kerne| Regression Linear Regression

Mean-Shift
Fuzzy C-Means

Clustering

Logistic Regression

Density Estimation

Polynomial
KDE Regression
K-NN - Mixture Models Ridge/Lasso
Regression
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Heute - Unuberwachtes Lernen (Unsupervised Learning)

Lernmethoden und Datentypen

Uberwachtes Lernen Daten mit Labels
* Regression

» Klassifikation

Unuberwachtes Lernen Daten ohne Labels
* Dimensionalitatsreduktion
» Clustering

» Schatzung der Dichte

Reinforcement Learning Daten aus Interaktion

Supervised Learning

Labelled data

Unsupervised Learning

Unlabellad daté

Reinforcement
Learning
No need for labellad data

-

Regression | |Classification

Lasso/Ridge Logistic
Neural network
Random forest

Support vector machine
Naive Bayes

Finding patterns

Kk-means clustering
Hierarchical clustering
Fuzzy clustering
Self-organizing maps
Component analysis

Actions trigger cumulative reward
Learning by “Trial and Error”

Balance between exploration
{unchartered territory) and
exploitation (existing knowledge)

Long-term vs short-term reward trade-off
Q-learning

Deep Q Network
Proximal Policy Optimization
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Anwendungsbereiche des unuberwachten Lernens
Fokus heute!

Trainingsdaten enthalten keine Labels, sondern finde "Struktur" in den Daten

(1) Dimensionalititsreduktion T
(2) Clustering oy
::fl

(3) Dichteschatzung: Generatives Modell der Daten — in VL8
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Lernziele der heutigen Vorlesung

Nach dieser Vorlesung werden Sie in der Lage sein:

Zu erklaren, wozu Dimensionalitatsreduktion in verschiedenen Anwendungen
genutzt wird, von der Visualisierung bis hin zur Beschleunigung von tUberwachten
Lernalgorithmen.

Die Hauptkomponentenanalyse/Principal Component Analysis und den
Autoencoder als lineare bzw. nichtlineare Algorithmen zu kontrastieren und einzeln
in ihren Grundschritten und Grundideen zu beschreiben.

Die Grundideen hinter Clustering und die einzelnen Schritte des K-Means
Algorithmus darzustellen.

Die jeweiligen Starken und Schwachen der Algorithmen zu bewerten.
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Uberblick

Hauptkomponentenanalyse:
* Lineare Dimensionalitatsreduktion
 Lineare orthogonale Projektionen

* Reproduktionsfehler

Autoencoder:

» Reconstruction Loss

* Nichtlineare neuronale Netzwerke
» Selbstiberwachtes Lernen

Clustering:

* Problemstellung

* K-Means-Clustering Die Folien basieren teilweise auf
Material von Jan Peters

AT



Dimensionalitatsreduktion
+

Hauptkomponentenanalyse
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Grofde, hochdimensionale Daten

Hochdimensionale Daten = viele Merkmale/Features

Dokumentenklassifikation
* Merkmale pro Dokument = Tausende von Wortern/Unigrammen
« Millionen von Bigrammen, kontextbezogene Informationen

Hochdimensionale Bilddaten
* Viele hochaufgeloste Pixel
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Grofde, hochdimensionale Daten

cerebral-computing.com

MEG-Gehirnbildgebung
» 120 Messorte x 500 Zeitpunkte x 20 Objekte

40 Jahre von taglichen Wetterdaten
* 14610 Zeitpunkte x 73 x 96 Gitterpunkte

NCAR



https://engr.source.colostate.edu/atmospheric-science-faculty-partner-with-ncar-on-5m-nsf-project-to-bolster-earth-system-modeling-capabilities/
https://cerebral-computing.com/Method_MEG_overview.html
https://cerebral-computing.com/Method_MEG_overview.html
https://cerebral-computing.com/Method_MEG_overview.html

Dimensionalitatsreduktion

Nutze unuberwachtes Lernen, um Struktur in den Daten zu finden

 Damit; Reduziere die Dimensionalitat der Daten 12

1

Mogliche Anwendungen

* Visualisierung der Daten Al

» Vorverarbeitung fur Lernalgorithmen
(schneller, weniger Rauschen, RAM, ...)

° Geringere Datenmengen Zur Speicherung e

28 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Beispiel Hauptkomponentenanalyse
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Lineare Dimensionalitatsreduktion

Problemstellung:

« Urspriinglicher Datenpunkt i z; € R”
 Niederdimensionale Darstellung des Datenpunkts i: z: €RY  mit D >> M
» Ziel: eine lineare Abbildung finden =z; — z;

z; = Wa,;, with W e RM*P

Algorithmus: Hauptkomponentenanalyse / Principal Component Analysis (PCA)
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Hauptkomponentenanalyse / Principal Component Analysis (PCA)

X &)
A @ © PC
o . L
0 ©
O
@) Q0 @ |
O%% ©% o099 00 _
o0 9 TR A NI
® 000 ° X AR PC,
° ©
o

Data in feature space == Find principal components === Data in principal components space

Finden von Hauptkomponenten (PCs) der Daten

« Orthogonale Richtungen, in denen die Daten am starksten gestreut sind (hochste Varianz)

« PC1 erklart den grofdten Teil der Varianz in den Daten, gefolgt von PC2, PC3 usw.

« PCA st primar eine Technik zur Dimensionsreduktion, aber auch nutzlich fur die Visualisierung
« Eine gute Trennung von unahnlichen Samples wird ermoglicht

» Die globale Datenstruktur bleibt erhalten
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Orthonormale Basisvektoren (gebraucht zur Formalisierung von PCA)

Wir kdonnen einen Vektor immer in Form eines orthonormalen
Basiskoordinatensystems schreiben

D
T = E Z;u;, Where 'u,%-T'u,j = 0;; and 9;; = 1 if ¢ = 7, 0 otherwise
i=1

Orthonormalitatsbedingung: Das Produkt von zwei verschiedenen Basisvektoren
ist 0. Die Norm jedes Basisvektors ist 1.

Beispiel: (Einheitsvektoren = einfachstes orthonormales Basissystem)

7] =5l )]0
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Projektionen mit einer orthonormalen Basis

Die Koeffizienten z; erhalt man durch Projektion von x auf den Basisvektor u;

T
v v
scalar coeflicient projection

Beispiel:

T = zZ1U1 + 22U

u?a: =23 u'{ul +29 u'_lru2 =2
N—— N——
=1 =0

Projektion von 2 Vektoren
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Zerlegung der Reproduktion - nur M Basisvektoren behalten

Verwenden Sie M << D Basisvektoren: (maximal lineare Varianz erhaltend)

M

,A g
/
Z;UW; + Zjuj X0,
=2 %1 A

5,_/ — /sa
=T skip
NA
Fur PCA suchen wir die M Basisvektoren u;, die
. . . . s . Bishop
den mittleren quadratischen Reproduktionsfehler minimieren: — (2008
N
argmin E(uq,...,up) = argmin E s — &3]
Ui, ..., UpNT Uiy, Upr i—=1

Dies ist das zu Iosende Optimierungsproblem!
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Minimierung des Fehlers in der Hauptkomponentenanalyse

Geht man zur Anschaulichkeit von einem einzigen Basisvektor aus, so lasst sich

der Fehler wie folgt schreiben: M
X ZigU = z(ukxl)uk
N N k=1
E(uy) =) @ —a&l* = |lo; — (u] @) wal]? -
i=1 i=1 V 1aar

(1) (a — b)? = a? — 2ab + b?

N
_Z:c x; — 2(ui ;)” + (ui ;) °u] ug = ZCB x; — (ug ;)°
N

\ Nur dieser Teil hangt von u,; ab, wonach
wir optimieren wollen...

(2) xjuy = uix;
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Minimierung des Fehlers in der Hauptkomponentanalyse

Also, fur einen Basisvektor kann der Fehler geschrieben werden als

N
E(uy) = Z T x; — 25
i=1
N N
= arg min F(u;) = arg maXZ z,fl = arg HlaXZ(u,{wi)Q

u u . u 5
1 1 1=1 1 =1

» Die Minimierung des Reproduktionsfehlers ist gleichbedeutend mit der Maximierung der
Varianz der Projektion im niedriger-dimensionalen latenten Raum
(unter der Annahme einer Projektion mit Mittelwert Null)

« Wir kdnnen eine Projektion auf den Mittelwert Null sicherstellen, indem wir den
Mittelwert von den Daten fur jede Dimension abziehen

Lij = Lj — K
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Hauptkomponentenanalyse - Orthonormalitat

Die erste Hauptrichtung u, ist die Richtung, in der die Varianz der projizierten Daten
maximal ist

1 N

N - T — 2
U1 arginaxN;(u (:cz_'u))

€L

Annahme: Richtungen haben alle eine Einheitsnorm
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Herleitung des PCA-Algorithmus in Matrixschreibweise

(u” (z; — w))’

=i

ZU maximieren:

=1

(u” (i — ) (2 — ) ")

[
| =

1

()

— (N Z p)(x; — u)T) u=u'u stou'u=1

7

'
covariance X

Das Optimierungsziel kann in Form der Kovarianzmatrix ~ geschrieben werden!
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Herleitung des PCA-Algorithmus in Matrixschreibweise

Damit konnen wir das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen schreiben als:

T

u, =argmax u' Yu st ulu=1

U

Dies kann mit Lagrange-Optimierung gelost werden (nicht in dieser VL; Kapitel 12,
Seite 578 and Appendix E in Bishop 2006)...

Ergebnis: Optimalitatsbedingung fur u:
Xu, = M uy A...Lagrange Multiplier

Dies ist ein Eigenwertproblem! u, ist ein Eigenvektor der Kovarianzmatrix und die
Varianz der projizierten Daten ist ui Zu,; = A;. Der Eigenvektor ist PC1.

Die Varianz wird maximal wenn u,der Eigenvektor mit dem grof3ten Eigenwert A;ist.

AT



Recap: Eigenwerte und Eigenvektoren See also Jason Brownlee's blog post

Eigenvektoren u, (¢ < D) und Eigenwerte A, von Matrix C sind definiert als
Cup, = A\pup, with Ay > X o> ---> Ap Geordnete Liste der Eigenwerte
In Form einer Matrix:
CU =UA with A =diag(Ay,...,Ap) and U = [uy,...,up]
Da U orthonormal ist (Eigenvektoren haben eine Einheitsnorm), wissen wir, dass
UUu' =1
Dies bedeutet, dass wir jede (positive semi-definite) Matrix C zerlegen konnen als

(CUWU" = (UNU' = C =UAU"
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https://machinelearningmastery.com/introduction-to-eigendecomposition-eigenvalues-and-eigenvectors/
https://machinelearningmastery.com/introduction-to-eigendecomposition-eigenvalues-and-eigenvectors/
https://machinelearningmastery.com/introduction-to-eigendecomposition-eigenvalues-and-eigenvectors/

Eigenwerte und Eigenvektoren

Jede positiv semi-definite symmetrische Matrix kann in ihre Eigendekomposition
zerlegt werden

_ - _ T -

C:UAUT:[ul uD}

-

A T
Eigenvectors i /\D Up

v
Eigenvalues

Damit kdnnen wir die Basis-/Eigenvektoren und Eigenwerte unserer
Hauptkomponentenanalyse erhalten.

In der Praxis wird hierfur oft die Singularwertzerlegung (Singular Value Decomposition)
als besonders effiziente und dabei numerisch stabile Methode verwendet.
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https://math.mit.edu/classes/18.095/2016IAP/lec2/SVD_Notes.pdf

Zuruck zur Hauptkomponentenanalyse - Vorgehen

« Zentriere die Daten um den Mittelwert (fur jede Dimension).

« Berechne und zerlege die Kovarianzmatrix £ = UAUT, wahle die M groliten Eigenwerte
und die entsprechenden Eigenvektoren.

* Dies ist analog dazu zusatzliche PCs inkrementell zu u,, u,, ... zur Eigenbasis
hinzuzufiigen und dabei jede neue Richtung so zu wahlen, dass sie die projizierte Varianz
jeweils maximiert, orthogonal zu denen die bereits berucksichtigt sind.

 Es st auch ublich, die Varianz der einzelnen Dimensionen vor der PCA zu normalisieren
(d. h. die Varianz zu vereinheitlichen).

So erhalten wir eine (Eigen-)Basis fur die Darstellung der Daten mit W = [ w; ... wuy |

- Projektion auf niedriger-dimensional: z; = W' (z; — p)

- Reprojektion auf hoch-dimensional: xr, = pu+ Wz,
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Hauptkomponentenanalyse - Wie M wahlen?

* Dimensionalitat basierend auf 4; wahlen: wenn A, = 0fUrk > Mfir M << D, dann
konnen wir die Teilmenge der ersten M Eigenvektoren verwenden.

—p = Zzwuj—k Z zmuj:>a:@~u—|—z,zmuj

=M+1
H/—/ ~~
T close to O

* Diese Darstellung hat den geringsten mittleren quadratischen Fehler (MSE), auch in
der Rekonstruktion, aller linearen Darstellungen der Dimension M

N
argmin F(uq,...,uy) = argmin Z |, — @y

wUi,..., U pg U1,..., UpT i—=1
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Hauptkomponentenanalyse - Wie M wahlen?

Ein groReres M fuhrt zu einer besseren Approximation.
Im Grenzfall, wenn M = D, bleiben wir in den ursprunglichen Datendimensionen.

In der Praxis: zwei gute Moglichkeiten fur die Wahl von M
v' Wahlen Sie M auf der Grundlage der Anwendung, d. h. wahlen Sie das kleinste M, mit
dem die Anwendung gut genug funktioniert.

v' Wahlen Sie M so, dass die Eigenbasis einen Teil der Varianz erfasst (zum Beispiel n =
0,9). Der Eigenwert 4, beschreibt die marginale Varianz, die durch u; erfasst wird

x 10°
M D
3
Choose M s.t. E Ai =1 E oy A
——’
Gesamtvarianz der Daten !
Bishop (2006)
O L L 1
0 200 400 600 i
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Anwendungsbeispiel 1: Bilder (2sx28) handgeschriebener Zahlen

>

5

5

Mean A =34.10° Ao = 2.8 10° Ay = 2.4.10° M= 1.6-10°
N
- — i,
’ - F
} il
Original M=1 M =10 M =50 M =250
Bishop (2006)

- Jedes Pixel ist eine
Dimension/Merkmal.

- Erste Reihe: Beispiele von
Original-Daten.

- Zweite Reihe:

Durchschnittsbild x und die
ersten vier Eigenvektoren.

- Dritte Reihe:

Rekonstruktion eines
Originals basierend auf
M Komponenten.
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Anwendungsbeispiel 2 - Gesichtserkennung

mean
face

lighting
variation

» Eine populare Anwendung der PCA zur
Objekterkennung war die Erkennung von Gesichtern
[Turk und Pentland, 1991].

« Sammeln von Gesichtsbildern
* Normalisieren fur Kontrast, Mal3stab und Ausrichtung
* Hintergrinde entfernen

« PCAanwenden und die ersten M Eigenbilder
auswahlen, die den groften Teil der Varianz der
Daten ausmachen

AT



Bildmorphing mit PCA

weiblicher

mannlicher

Original
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Anwendungsbeispiel 3: Visualisierung - Genome expression

« Da PC1 und PC2 den grofiten Teil der Varianz der
Daten erfassen, ist es ublich, die Daten in diesen
beiden neuen Dimensionen zu visualisieren.

50

» Genexpressionsmuster werden von den
Hauptkomponenten (PCs) erfasst N
— PCA kann Zelltypen trennen.

leveliclass

astrocytes_ependymal
endothelial-mural
interneurons

microglia
oligodendrocytes
pyramidal CA1
pyramidal SS

PCA 2 (7%)

» Zellen werden verglichen basierend auf ,gene
expression values®, welche korreliert sein konnen b
wenn sie durch die gleichen biologischen
Prozesse beeinflusst werden.

-25

» Mussen nicht die zellspezifische Expression jedes
Gens einzeln betrachten, stattdessen PO ()
zusammengefasst als ,Eigengene”.

Bioconductor.org
Basierend auf Zeisel et al. (2015)
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https://bioconductor.org/books/3.18/OSCA.basic/dimensionality-reduction.html
https://www.science.org/doi/10.1126/science.aaa1934
https://www.science.org/doi/10.1126/science.aaa1934
https://www.science.org/doi/10.1126/science.aaa1934

Anwendungsbeispiel 4 - Wetter/Klimadaten

SLP anomalies 2021-01-15 Die ersten 8 Elgenvektoren (36 5% der Varlanz)
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Zusatzliche Varimax Rotation der
« 70 Jahre von taglichen Druckanomalien, Eigenvektoren (Master-VL...)

2.5°%2.5° raumliche Auflosung.
;~ ?? I

« Jeder Gitterpunkt ist ein Merkmal. 'ﬁ?@ =k
« Gibt es Kovarianzen Uber die Gitterpunkte et el | et ey

hinweg, die sich mit den PCs visualisieren .
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Zusammenfassung: Hauptkomponentenanalyse/PCA

» PCA projiziert die Daten in einen linearen Unterraum 2SS @’-/ 02%
- 8((})(% @ ®

) y oo %860 %oo =
« PCA maximiert die Varianz der Projektion / ¢
minimiert den Fehler der Rekonstruktion

(] @ pPC
e® ve

in feature space == Find principal components == Data in principal components space

 PCA ist die einfachste lineare Dimensionalitatsreduktionstechnik
- Es gibt viele ausgefeiltere Techniken

- Autoencoder, Kernel PCA, t-SNE, Faktorisierung nicht-negativer Matrizen (interessant,
aber keine Zeit, diese zu behandeln...)

Anwendungen:

» Die PCA ermaglicht es uns, einen hochdimensionalen Eingaberaum in einen
niedrigdimensionalen Eigenraum umzuwandeln und dabei das Wesentliche der Daten zu
erfassen

« PCA st ein sehr gebrauchlicher Vorverarbeitungsschritt fir hochdimensionale
Eingangsdaten
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& You cannot vote anymore 4o

Was trifft auf die Hauptkomponentenanalyse zu? (wahlen Sie alle Aussagen aus die zutreffen)

.....

ooooo

wooclap , g 85% correct 88 /136 %t



Nichtlineare Dimensionalitatsreduktion

Autoencoder
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Nichtlineare unuberwachte Modelle - Autoencoder

Autoencoder sind tiefe neuronale
Netzwerke, die darauf ausgelegt
sind, ihre Eingabe, insbesondere
Bilder, zu rekonstruieren.

Encoder > Decoder

« Entscheidend ist, dass das Input aus Input Code Output
einer gelernten Kodierung
reproduziert wird.

Input Output

]

« Ahnlich wie PCA: Encoder performt
Dimensionsreduktion in den latenten
Raum/Kodierung; Decoder
rekonstruiert Input mit einem
Rekonstruktionsfehler.

~ —
—y e
7
— -~
~ -
-~
e ~
~ -
~N 7
P eSS
-~ ~
~ P
N
/ 7N
e ~
-~
~
N
-~ ~
~ —
~
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— -
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(LTI T T]

<
<

 Trainiert durch Backpropagation. Encoder Decoder
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Autoencoder vs. PCA

PCA

» Die PCA reduziert eine Menge von Eingangsvektoren (z.B. Bilder) auf -- Ublicherweise
weniger -- neue Basisvektoren, die die ursprunglichen Daten durch lineare Kombination
maoglichst genau approximieren.

« Sehr effizient fur bestimmte Anwendungen.
 Leicht zu berechnen.

Autoencoder (AE) — eine Form der tiefen neuronalen Netzwerke
» Kann nichtlineare Abhangigkeiten lernen.

« Kann Faltungsschichten (convolutions) verwenden (auf Bilder zugeschnittene Schichten -
behandelt in Vorlesung 9).

« Wenn wir nur eine einzige lineare Schicht fur Encoder und Decoder verwenden, sind AEs
ahnlich zu PCA.

AT



Aufbau eines Autoencoders

» Encoder: Komprimierung der Eingabe in einen latenten Raum von (in der Regel)
kleinerer Dimension.
z = h(x)

» Decoder: Rekonstruktion der Eingabe aus dem latenten Raum z.

T = g(z)
- mit = einer moglichst grof3en Nahe (z.B. quadratischer Fehler) zu =

Encoder Decoder

Input Code Output

AT



Bottleneck-Schicht

« Eingabebilder sind n x n und der latente
Raumistm <n xn.

 Dann reicht der latente Raum nicht aus,
um alle Bilder exakt wiederzugeben.

 Es muss eine Kodierung erlernt werden,

Input Output

Ed
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. . . . . / \ / \ Ly Bt / \ / )
die die wichtigsten Merkmale in den ;Y g RSN %
Trainingsdaten erfasst und fur eine o= Ty
ungefahre Rekonstruktion ausreicht. 5 4 N -

Encoder Decoder

* Beispiel: Verwendung eines 32-
dimensionalen latenten Raums zur . . . E . . . . .
Kodierung eines 28x28 MNIST-Bildes 7 2’ / q / ({ O\ “ ?
= Der typische Schreibstil kann gut . . ﬂ . . . n .
dargestellt werden... 7 2' / q / L{ “» ?

= wahrend die atypischen verzerrt werden.
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Denoising Autoencoder

« Rauschunterdriickung: Eingabe eines
Bildes + Rauschen. Training zur
Reproduktion des rauschfreien Bildes

' —| Encoder —.5—; Decoder —
= Ein Beispiel fur "selbstiberwachtes” :
Lernen — Generierung von Uberwachten Nolsiy input Compressed Pencised Inage
Lernaufgaben aus undberwachten Daten |

The feature we want to
extract from the image

« Grundlage fiir Diffusionsmodelle: beste
heute bekannte generative Modelle (z.B.
Dall-E 2, nicht behandelt, siehe Master-VL)

Denoised
Outputs

&\(IT




Denoising Autoencoder

» Denoising-Autoencoder kdnnen sich nicht einfach die Relation zwischen Eingabe
und Ausgabe “merken”.

« Intuitiv lernt ein Denoising-Autoencoder eine regularisierende Projektion aus einer
Nachbarschaft unserer Trainingsdaten zuruck auf die Trainingsdaten.
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Autoencoder - Anwendungen

Merkmalsextraktion (Feature extraction): Feature Extractor

= Merkmale als Eingabe fur Gberwachten
Algorithmus verwenden

= Nutzlich, wenn nur ein kleiner uberwachter
Datensatz verfugbar ist

H & 18 o0 o, o
Bildsuche ﬂtﬁl T & ?ah £
L : L P e WER e D g;;m;;;,}
= Das komprimierte Embedding kann mit einer Bt e =

kodierten Version des Suchbildes verglichen oder

durchsucht werden. Jﬂ T

Search Image

Imputation fehlender Werte

= Fehlende Werte im Datensatz e o [ e
= Trainieren fehlende Werte zu rekonstruieren — — e

Prediction
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Autoencoder - Anwendungen

» Bildeinfarbung: Eingabe von Schwarzweil3bildern und Training zur Erzeugung von Farbbildern
e B LA R L R

« Entfernung von Wasserzeichen

« Erkennung von Anomalien: Wenn der Rekonstruktionsfehler grof ist, handelt es sich um ein
“‘ungewohnliches” (out-of-distribution) Beispiel.
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Zusammenfassung - Autoencoder

» Autoencoder (AE) projizieren Daten mit Hilfe
von tiefen neuronalen Netzwerken in einen
nichtlinearen Unterraum.
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= Encoder: Erzeugung eines latenten Codes (mehrere NN-Schichten)
= Decoder: Rekonstruktion des Inputs (wiederum mehrere NN-Schichten)

» AE verwenden Bottleneck-Schichten, um einen "reprasentativen Code" zu
erlernen.

» AE konnen fur selbstuberwachtes Lernen eingesetzt werden:
Rauschunterdruckung, Imputation, Einfarbung, Wasserzeichenentfernung, ...
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K-Means Clustering

AT



Clustering

Bei der Clusteranalyse oder dem Clustering geht es darum, eine Menge von
Objekten so zu gruppieren, dass die Objekte in derselben Gruppe (Cluster genannt)
einander (in gewissem Sinne) ahnlicher sind als die Objekte in anderen Gruppen.
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Clustering ist subjektiv (wie Ahnlichkeit messen?)

Welche naturliche Gruppierung haben diese Objekte?

Simpsons Familie Mitarbeiter der Schule Frauen Manner
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Clustering ist subjektiv (wie Ahnlichkeit messen?)

Welche Merkmale wir
wahlen und wie wir
Distanz messen ist
zentral!

University of lllinois
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Clustering: Auffinden von Strukturen in den Daten

Welches sind die richtigen
Cluster?

Groundtruth oft nicht verfugbar

MaR fiir die Ahnlichkeit

Clustering verlasst sich auf ein
Ahnlichkeitsmaf

z.B. Position im Raum (euklidische
vs. log-polare Koordinaten),
Gewichtung verschiedener
Dimensionen (Merkmale)...
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Distanzmafie...was ist Ahnlichkeit?

Ahnlichkeit ist schwer
zu definieren, aber...
"Wir wissen es, wenn
wir es sehen"
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Distanzmafde

Die gebrauchlichste Abstandsmetrik ist der euklidische Abstand (ED):

d(z,y) = [lz —yl| = (Z(mk — yk)2)

k=1

« ED ist sinnvoll, wenn verschiedene Merkmale die gleiche Einheit haben

« Wenn die Einheiten unterschiedlich sind, zum Beispiel Lange und Gewicht,
mussen die Daten normalisiert/standardisiert werden:

r=(r—p) oo

Mittelwert w , Standardabweichung o, elementweise Division @

D.h. die resultierenden Eingangsdimensionen haben einen Mittelwert von Null
und eine Einheitsvarianz
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K-Means Algorithmus - ein einfacher Clustering-Algorithmus

Ziel: Minimierung des Quantisierungsfehlers!

-
o

 Gegeben: Daten D ={x,, ..., x,}

» Suche nach Clusterzentren/Centroids
C={c,,...,c}

« Bezeichne c(x) den Centroid ¢ € C, der x am
nachsten liegt.

* Die Summe der quadrierten Abstande (SSD)
bezeichnet den Quantisierungsfehler'

Y

= N W B~ O OO N o w

SSD(C; D) Zd (@4, c(x:))

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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K-Means Algorithmus (Lioyd's Aigorithmus)

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

Zn = argm}jn llew — n ||

3. Anpassung der Centroids an die
Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele

1
— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

Cr =

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine

Anderung mehr erfolgt Schritt 1: Die Sterne sind Zentren von Clustern,

zunachst zufallig zugewiesen
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K-Means Algorithmus

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

Zn = argm}in llew — n ||
3. Anpassung der Centroids an die

I
|
1
|
I
|
1
|
|
I
|
|
|
|

Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele :
1
|
|
|
I
|
1
|
|
1
|
|
|

1
— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

Cr =

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine

Anderung mehr erfolgt Schritt 2: Ordne jedes Beispiel dem

nachstgelegenen Zentroid zu
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K-Means Algorithmus

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

Zn = argm}in llew — n ||
3. Anpassung der Centroids an die

I
|
1
|
I
|
1
|
|
I
|
|
|
|

Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele :
1
|
|
|
I
|
1
|
|
1
|
|
|

1
— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

Cr =

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine

Anderung mehr erfolgt Schritt 3: Anpassung der Zentroide an die

Mittelwerte der ihnen zugeordneten Beispiele
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K-Means Algorithmus

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

2 = argmin||eg — 2,

3. Anpassung der Centroids an die
Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele

1
— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

Cr =

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine

Anderung mehr erfolgt Schritt 4: Ordne jedes Beispiel dem

nachstgelegenen Zentroid zu (Wiederholung

Schritt 2) \IT
A



K-Means Algorithmus

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

Zn = argm}in llew — n ||

3. Anpassung der Centroids an die
Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele

1
— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

Cr =

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine

Anderung mehr erfolgt Schritt 5: Anpassung der Zentroide an die

Mittelwerte der ihnen zugeordneten Beispiele
(Wiederholung Schritt 3)
KIT



K-Means Algorithmus

Iteratives Verfahren
1. Wahle K beliebige Clusterzentren

2. Jedes Beispiel dem nachstgelegenen
Centroid zuordnen

2 = argmin [le, — @
3. Anpassung der Centroids an die
Mittelwerte der zugewiesenen Beispiele
1

Cp = —— Z x;, Xi=A{x,|z, =k}

4. Schritte 2,3 wiederholen, bis keine
Anderung mehr erfolgt

Schritt N: Konvergenz...
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& You cannot vote anymore o

Welche der folgenden Aussagen, denken Sie, trifft auf den K-Means Algorithmus zu? (wahlen Sie alle korrekten
Aussagen) 1

-----

WOOCIap ) 20% correct 80 /136 22



Konvergiert K-Means?

Um die Konvergenz zu analysieren, schreiben wir den SSD in Form von Zuweisungen z,
SSD(C'; D) Zd i, c(x;))” = ZZC]ikd(wiyck)2a
=1 k

wobei ¢;x = I(z; = k) den Wert 1 annimmt, wenn das i-te Beispiel dem k-ten Cluster
zugeordnet ist, und andernfalls 0 (1-Hot-Coding).

« Zuweisungsschritt: Minimiert SSD in Bezug auf z; = g,
= Setzt g;r fur den nachstgelegenen Cluster auf 1, alle anderen Werte sind O

» Anpassungsschritt: Minimiert SSD in Bezug auf die Mittelpunkte ¢,

1 n
cp = QikT;
2 Gk ; o

= Der Durchschnittsvektor ist der Vektor mit dem geringsten quadratischen Abstand zu
allen zugeordneten Beispielen
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K-Means Analyse

Konvergiert K-Means? Ja, es minimiert (lokal) die SSD!
» Es gibt nur eine endliche Anzahl von moglichen Werten fur die Centroids

» Jeder Zuweisungs- oder Anpassungsschritt reduziert die SSD (oder sie bleibt
konstant)

Konvergiert K-Means zur globalen Losung mit minimalen Kosten? Nein!

« Das Ziel ist ein NP-schweres Problem, nicht moglich ohne im Wesentlichen (fast)
alle Zuweisungen zu uberprufen.

* Es hangt stark von der Initialisierung der Zentren ab.
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K-means++

Furthest Point Initialisierung:

« Wahlen Sie einen zufalligen
Datenpunkt als ersten Centroid

.- firke{2,...,K}do

= Finde den Datenpunkt x; der am
weitesten von allen zuvor
ausgewahlten Centroids entfernt ist

let n = ' — cl?
ctn=arg max (k'e{fﬂ—l}"% Ck”)

= Centroid zuweisen: Cr = I;

Die Furthest Point Initialization in Aktion...
Konvergiert in diesem Fall nach einer Anpassung
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Anzahl von Clustern

Wie wahle ich K?

» Verwendung eines "Holdout"-Set / Cross-Validation (gut, aber teuer)
» Oder: “Elbow Method" (ahnlich der PCA, heuristisch, aber billig)

When k = 1, the objective functionis 873.0

12 3 456 7 8 910

When k = 2, the objective functionis 173.1

: edu
. ; !0::.:0 =

12 3 456 7 8 910

When k = 3, the objective function is 133.6
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2 3456 78 910
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Elbow method

» Werte der Zielfunktion (SSD) abhangig medium.com
von k plotten.

 SSD sinkt mit hoherem k

(im Durchschnitt) A "
U) K
» Rechts: der abrupte Wechsel bei @ 2 elbow
k = 4 deutet auf vier grof3e Cluster in
den Daten hin. ‘..
« Es gibt alternative Mal3e, die noch EEREREEREE
besser die Struktur der Cluster relativ Number clusters k

zueinander abbilden, z.B. das “Silhouette
Score” (hier nicht behandelt).

AT


https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/cluster/plot_kmeans_silhouette_analysis.html
https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/cluster/plot_kmeans_silhouette_analysis.html
https://medium.com/@zalarushirajsinh07/the-elbow-method-finding-the-optimal-number-of-clusters-d297f5aeb189

Zusammenfassung K-means

Starken:
« K-means konvergiert in der Praxis in der Regel sehr schnell.

« K-means++ noch besser, aber findet noch immer nicht garantiert
das globale Optimum

= |[n der Praxis kdnnen wir in lokalen Optima stecken bleiben.

= Arbeiten mit mehrere Initialisierungen (verwenden Sie ein wenig Zufalligkeit in K-
means++ und lassen Sie den Algorithmus mehrmals laufen).

Limitierungen:
» Gilt nur, wenn der Mittelwert definiert ist, was ist dann mit kategorischen Daten?
* Nicht gut geeignet fur verrauschte Daten und Ausreil3er (Euklidische Distanz)

 K-means kann keine Formen von Clustern lernen; Clusterzugehorigkeit rein durch den
minimalen Abstand zum Mittelpunkt bestimmt.
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Heute haben wir gelernt...

Input
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1) Dimensionalitatsreduktion
2) PCA

3) Autoencoder
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4) Selbstiuiberwachtes Lernen

5) K-means Clustering
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