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HM I:

Aufgabe 1
Die Folge (0,)3%, sei rekursiv definiert durch

1
m =1, Qg1 i= S0y +1 firalleneN.

-y

a) Beweisen Sie, dass a, = S fir alle n € N.

b) Berechnen Sie 3 (2-a,).

n=l

Lésung zur Aufgabe 1:

a) Wir zeigen die Behauptung durch vollstidndige Induktion.
(ILA) Esgilt a; =1= WML = wwuw .
(1.V.) Fiirein n € N gelte a, = wwuw .

(1.S.) n~n+1:Mit Hilfe der Rekursionsgleichung erhalten wir

1 (
In31 = 50n +1 7=

vy 128 =1 2" —1 A |

3o 1T FlE e =

b) Hierbei handelt es sich um eine geometrische Reihe und daher berechnet sich der Reihen-
wert wie folgt:
= 1

MG,&LHMATWWMV nMauAmz Amxwuﬁvv =2 5o

n=l

2 e
Mﬁmv =117
k=0
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Aufgabe 2

Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir alle y > = > 0 die Ungleichung

2

ye’ —ze” < (y - 2)(1+ 27’

Loésung zur Aufgabe 2:

Seien y > = > 0. Wir definieren f: {0,00) = R durch f(1) := i fiir alle t € (0, 00). Die
Funktion f ist differenzierbar mit

Fy=e" +20" = (1 +22"  (t e (0,00)).

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (z,y) mit . -
e’ —xe” = f(y) - f(z) = (y = )f(€) = (y — 2)(1 + 267)e"".

Da die Funktionen  + 1+ 2¢% und £+ e auf (0,00) monoton wachsend und positiv 8irid,
wichst f' auf (0,00) monoton. Daher gilt

(1428968 < (14291
Wegen y — z > 0 ergibt sich

yer’ —ze” = (y — 2)(1+ 262t < (y - 2)(1+2)e”".

Aufgabe 3

a) Untersuchen Sie die Funktionenfolge (f,)3%, definiert durch

2

far R R, fulz) =e™,

auf punktweise und gleichmifige Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls die punkt-
weise Grenzfunktion.

b) Bestimmen Sie alle Punkte z € R, in denen die Funktion f: R — R, definiert durch

sin (L), z#0,

fla):= 0, =20

differenzierbar ist, und bestimmen Sie gegenenfalls die Ableitung.

Lésung zur Aufgabe 3:

a) Wir definieren die Funktion f: R — R durch

1, 2=0,
f@)=1q, MKOH

Im Folgenden zeigen wir, dass die Funktionenfolge (f.)52; auf R punktweise, aber nicht
gleichmaRig gegen f konvergiert:

Esgilt f,(0) =¢®=1— 1= f(0) fiir n — oo und fiir alle x € R\ {0} gilt 0 <™ < 1
und damit folgt fu(z) = ™" = (¢7*)* = 0 = f(z) fir n — oco. Das heifit (f.)2,
konvergiert auf R punktweise gegen f.Da f, fiir alle n € N stetig ist, aber f unstetig,
ist diese Konvergenz nach Satz 8.3. nicht gleichmaigRig.

In allen Punkten z € R\ {0} ist die Funktion f als Verkettung differenzierbarer Funktio-
nen differenzierbar und die Ableitung ist aufgrund der Produkt- und Kettenregel gegeben

durch
1 . 1 1 1 1
(1) = Qxsin | — 2cos | — —— ) =92rsin{ =) —cos|{ =
f(z) = 2zsin AHV + 2 cos Aev A Hmv 2z sin AHV cos AHV .

=2
a2

AN




Nun betrachten wir den Punkt z =0. Fiir h € R\ {0} gilt

h h

f(h) = f(0) h?sin (3) - 0 hsin A\M

= = lv <hf =0 (h—0),

da |sin{y)| € 1 fiir alle y € R. Somit ist f an der Stelle z = 0 differenzierbar und die
Ableitung ist gegeben durch

0) = tim 0= TO) _

h—0 h

0.

Aufgabe 4

Schreiben Sie die gesuchten Gréfen in die dafiir vorgesehenen Kisten (im Falle der Nichtexistenz
der gesuchten GroRe schreiben Sie “existiert nicht”). Rechenwege und Begriindungen werden
weder verlangt, noch bewertet.

~—

a) Die Menge der Hiufungswerte der Folge (0,)3, . definiert durch

had 2
c) \ e adr=
0

d) \. sin(z)e dg =
0

1

¢) Die Funktion f: (0,00) — R sei gegeben durch f(z):=2z% (z > 0). Berechnen Sie fiir

z > 0 die Ableitung f'(z) =

OC
f) Der Konvergenzradius der Reihe Mfmu:&: ist
n=25

Losung zur Aufgabe 4:

a) Es gilt

T

suT:meA vn:cnr

2
ap = (-1 +eos(m)=-1-1=-2,
3

az = (—=1)* + cos -

nvuL+ou|r

I

;= (-1 4cos(2r)=1+1=2

AuRerdem gilt aufgrund der 2w -Periodizitidt des Cosinus

- wl =l
Qg = A!CF.NWV -+ cos Awn + HV = AICE + cos A.wuv =q

fiir alle k € N und ! € {0,1,2,3}. Folglich ist die Menge der Hiufungswerte gegeben
durch H{a,)={-2,-1,1,2

b) Mit Hilfe der Potenzreihendarstellung des Cosinus erhalten wir fiir = # 0:

X

o k x 2 e 2k P
cos(z) — 1+ % _ AMFOAI: G.E_v —1+5 _ Yica(=D* GM.V_ _ WTC»HN»L
z - ! - = - (2k)!

T P

1 = P 1
nw+WT: Gs_iw (z = 0).

c) Wir berechnen das uneigentliche Integral direkt:

- - ) 1 .17 1 1 1
\o e rdr = hwmnu\o, e T rdr = mmwo lm@Ji . = mmmo AIMmlu + Mv =5
d) Es gilt nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
& " H
\o, sin( vmnii de = Mlmsm?gc =—el4e=e— pt
e) Fir alle z > 0 gilt
‘! 1 1 1 1
f @ mem Aoﬁo Am log(z) v = exp Am _om?vv Al&lﬁoﬁ&v + o W
=z¥% (~log(z) + 1).
f) Fir alle n € N gilt
Sz s
iy S (n — c0) sowie
/\ 2
>
3 lT”w: -
Nach dem Sandwich-Theorem gilt daher p := limsup { w und fir

N0

den Konvergenzradius r folgt r = w =3.




Aufgabe 5

Essei J:=la.b] C R ein kompaktes Intervall mit o < b und f: ] — R eine Funktion.

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Bezichungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <, @ . bzw. 1, §, { oder den Text “keine Beziehung” in die Kastchen schreiben.
Jedes Kistchen, welches die richtige Implikation enthélt, wird mit 0,5 Punkten bewertet. Fehlt
eine Implikation, gibt es fiir dieses Kistchen keinen Punkt.

I st f ist monoton. fist
integrierbar. stetig.

st f st f ist
differenzierbar. beschrinkt. gleichmiRig stetig.

Losung zur Aufgabe 5:

S st f ist monoton. : - J st
integrierbar. - Keine Beziehung stetig.
t 4 |
f ist = f st f st
differenzierbar. beschrankt. gleichmiRig stetig.
HM II:
Aufgabe 1

Die Funktion f:R? — R sei gegeben durch
fz.y) = cos(y)era® -1 ((z,y) € R?).

Zeigen Sie: Es existieren Radien 4,7 > 0 so, dass fiir alle z € Us(1) eine eindeutige Losung
g{(z) € U,(0) von f(z, g{x)) =0 mit g(1) = 0 existiert. Berechnen Sie fiirdie dadurch implizit
definierte Funktion ¢'(1)..

oy

Loésung zur Aufgabe 1:

/f*“*:}

Kt

Zunichst einmal ist der Punkt (1,0) € B? eine Nullstelle von f, denn 4«
F(1,0) = cos(0)e®1? = 1 = 0.

Als Verkettung differenzierbarer Funktionen ist f differenzierbar und die partiellen Ableitungen
sind gegeben durch

2zeY cos(y),

S
Gl
N

I

2efeos(y) ~ sin(y)] ((z.9) € B?).

&
=
=

I

Damit folgt Wk.g:rov = 1%¢°[cos(0) — sin(0)] = 1 # 0. Mithin sind die Voraussetzungen des
Satzes Uber implizit definierte Funktioen erfillt. Laut diesem Satz existieren Radien 6,7 > 0
so, dass fiir alle z € Us(1l) eine eindeutige Losung g{z) € U,(0) von f(z,g(z)) = 0 mit
g(1) = 0 existiert. Desweiteren liefert der Satz, dass die Funktion g € CY(Us(1).R) ist und die
Ableitung ¢ ist gegeben durch

3] I
@ == (Lwown) Laow)  (eev).
Insbesondere gilt
my=- (Y O e 1o
g()= 8:,3 5, (L0 =—1-2=-2

Aufgabe 2

a) Losen Sie das Anfangswertproblem

y(@) = (1 +2)e'?, y(0) =0.
b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y"(x) - 5y"(z) + 6y/(z) = 0.

Lésung zur Aufgabe 2:

a) Wir lésen das Anfangswertproblem mit Hilfe der Methode Trennung der Variablen.

¥ = (1+ 2% = % = (1+a2?)e" = e dy = (1 +2%)dz
da
. 1
= \.al&.e = \G 2z 4+ C = —e ¥ =x + wx.u +C.
Die Lésungen der Differentialgleichung sind also gegeben durch y(z) = —log Al.e - wau - Qv

mit Konstanten C € R. Aus der Anfangsbedingung erhalten wir 0 = y(0) = —log(—C)
und somit muss C = -1 gelten. Folglich ist die Lésung des AWPs gegeben durch

1
ylz) = ~log{ —z — wHu +1 (z € (~o0,a)),

wobei o € {0,00) die Nullstelle der Funktion g: R - R, g{2) == —z — $2® + 1, ist.

6




\%%"u

b) Das charakteristische Polynom fiir die gegebene lineare, homogene Differentialgleichung b) Sei f:R? = R differenzierbar und z, € R?. M%%»
ist gegeben durch { ™
p(A) = A% — 502 4 6 = M)~ 2)(A - 3). f(za) = (0,0). <= J hat in 2¢ ein lokales Extremum.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind 0, 2 und 3. Somit ist ¢® =1, ¢?, ¢* ein Funda-
mentalsystem fiir die obige Differentialgleichung und die allgemeine Lsung ist gegeben Essci f:R" - R.
durch
ylz) = C1 + Coe™ + Cye™ f ist differenzierbar. < [ ist stetig partiell differenzier-
bar.
mit Cp, Cs, C3 € R.
Sei f: [0,2]° — R stetig.
Aufgabe 3 =
2ulgane 2 fay) =1 ((z,y) € [0.2%). Slzy)d(z.y) > 4.
0.2
a) Sei D C R" eine offene Menge und f: D — R differenzierbar. Formulieren Sie die -
Aussage des Mittelwertsatzes fiir die Funktion f. .
Seien z,y € R™.
b) Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der fol-
genden Symbole =, <, < oder den Text “keine Beziehung” in die Késtchen schreiben. Es gilt z 5 0 und y # 0. . )
Jedes Kiistchen, welches die richtige Implikation enthilt, wird mit 0,5 Punkten bewertet. " T = Bs gilt |z -y| < l=llly]l-
Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Kdstchen keinen Punkt.
Sei f:R? — R differenzierbar und z, € R®.
Aufgabe 4
f'(zo) = (0,0). . f hat in zo ein lokales Extremum. Schreiben Sie die gesuchten Grofen in die dafiir vorgesehenen Kisten (im Falle der Nichtexistenz

der gesuchten Grofe schreiben Sie “existiert nicht”). Rechenwege und Begriindungen werden
weder verlangt noch bewertet.

Essei f: R -5 R.

a) Essei f:R® = R2, f(z,y,z) := (e 22, sin{z) +y?). Berechnen Sie fir (z,y,z) € R® die

f st differenzierbar. f ist stetig partiell differenzier- Ableitung
bar.

Sei f:[0,2]2 — R stetig.

Sy 21 (@) € 0,22, % RCOLCOE Flay,2) =

Seien z,y € R™.

Esgilt x #0und y # 0. Es gilt {2 -

b) lm ¥ Gt -

=y)= (00 T

Lésung zur Aufgabe 3:

c) Bssei f:R? - R, flz,y) = xc?¥, a:=(0,~1) € R?, dann gilt:

a) Fiir eine differenzierbare Funktion f: D — R mit D C R offene Menge lautet die
Aussage des Mittelwertsatzes: Seien a,b € D und Sla,b] € D. Dann existiert ein £ € W.:m« 1) =
Sla,b] mit i

) = fla)= 7§ -b—a).




(ﬂ

d) MU 3 (1 - wv:m (z+1)"* hat den Konvergenzradius r =

n=j5

e} Flir a >0 sel K, :={(z,y,

_\An_ =

f) Essei B:={(z,y) € R?: 22+ y® < 1} die Einheitskreisscheibe in R2.

[+ e =
B

Lésung zur Aufgabe 4:

ry?, 2.2 ry? 2 xy?
/ . eV Yyt eV 27yt eV 22
a) fla.y.2) = A cos(z) 2y 0o /-

b) Wir definieren die Funktion f: R*\ {(0,0)} = R, f(z,y) = ¥ “¥  Nun betrachten

RE
wir die beiden Folgen ({£,1))> und ((4,-1 )oo, » die beide fiir n — co gegen (0,0)
konvergieren. Es gilt

NG n n-—oc -3 0C N—3oT 3\ n

11 1 1
lim f Alqu =limi=1#~1=lim —1= lim \A —

r2y2

Somit existiert lHm  f(z,y)= lim nicht.

(=.1)—(0,0) @y)—=(0) Y

¢) Die Ableitung von f ist f'(z,y) = (¢, 2ze®) . Daher ist die gesuchte Richtungsableitung
gegeben durch

8 .
;bm, 1) = f(2,1)-a = (% 4e?) - (0, 1) = —4¢*.
da
d) Esgilt p:=limsup {/3" (1~ w_vi =limsup3(1—1)" =2 und fir den Konvergenzra-

dius r folgt ﬁﬂwﬂw.

e) Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten berechnen wir

a 27 z ay T
| Kol = \ \ \ rdrdpdz = wn\, =22 dy = —d®.
o Jo Jo o 2 3

f) Wir wenden die Substitutionsregel (Polarkoordinaten) an und erhalten

1 2 1 T
@m;f@mfkﬁsn\ \ ﬁw.ﬁ&ﬁ&ﬁﬁwﬂ\ 3dr = —.
B 6 Jo 0 2




