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HM I:

Aufgabe 1

Seien a € (—1,1),b € R,z € R beliebig. Fiir n € No definiere

Zeigen Sie:

a) Es existiert genau ein z € R mit z = az + b. Bestimmen Sie dieses.

b) Fiir alle n € N gilt mn—l—f&-——a“(mg—l—;).
: — b
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Losung zur Aufgabe 1:

a) Esgilt fir z € R

b
r=arx+b < z(l—a)=0 & 5=

] ==

Da dies alles aquivalente Umformungen sind, folgt die Existenz und Eindeutigkeit.

b) Wir zeigen die Behauptung mit Hilfe vollstindiger Induktion iiber n € N. Fiir den

Induktionsanfang n =1 gilt

b b b
1—{1#{1% l1—a

1—a-—1
1—a

ab

l1—a

b
=a(mg—1*a).

Die Induktionsvoraussetzung lautet: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges aber festes
n € N. Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 rechnen wir
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= arqg —
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¢) Nach b) gilt fiir n € N

b
l—a

b
l1—a

g — = |I_’l|ﬂ’ g —

weil |a| < 1 und somit |a|®™ — 0 fiir n — o0.

Aufgabe 2

a) Sei z > 0 beliebig. Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes

1 1
<vr+1- ey
T b W

b) Sei n € N fest. Berechnen Sie lim /z +n — V.

r—r2Q

Loésung zur Aufgabe 2:

a) Setze f:(0,00) = R, f(t) = V1. Nach Vorlesung ist f auf (0,00) stetig differenzierbar,
also insbesondere fiir ein festes z > 0 stetig auf [z,z + 1] und stetig differenzierbar auf
(z,z +1). Fiir alle ¢ € (z,z +1) gilt
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nach der Monotonie der Wurzel. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein § € (z,z+1) mit

Vitz—+z=f(z+1) - f(z)
= f'(€) (z+ 1 —x)

b) Nach a) gilt

& =¥ S0 1-'—*'!:!'3
—0 —0

und nach dem Einschliefungskriterium folgt lim v/z +1 —+/z = 0. Also folgt

lim vz +n —+z = lim Vitn—-Vi+n—1+vVz+n—-1—-+vVz+1-Vz
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lim /y+1-—/Y

— o0
j=0"

= 0,

wobei die Summe und der Grenzwert vertauscht werden durften weil die Summe endlich und
unabhéngig von z ist.

Aufgabe 3

Fiir n € N definiere f, : R = R, fo(z) =

1+nx? °

a) Entwickeln Sie f, um 0 in eine Potenzreihe und bestimmen Sie ihren Konvergenzradius.

b) Untersuchen Sie die Funktionenfolge (fn)s2; auf punktweise und gleichméafige Konver-
genz und bestimmen Sie gegebenenfalls die punktweise Grenzfunktion.

Hinweis zu a): Geometrische Reihe.




Losung zur Aufgabe 3:

a) Fiir z € (-ﬁ, #) gilt nz? € (—1,1) und mit der geometrischen Reihe folgt

1
fn(‘r) T 1 . (—TIIIE)
= k
- (-na)
k=0
= Z(__l)kﬂkmgk
k=0
o0
=St
k=0
mit
ay = (—1)%11% fiir k € Ny gerade und
ar =0 fiir £ € Ny ungerade.
Es gilt

lim sup v/ |ax| = limsup ni = +/n,
k—oo k— o0

d.h. die Potenzreihe fiir f, hat Konvergenzradius 71,;;

b) Es gilt f4(0) = o5 = 1 1% 1 und fiir alle z £ 0 gilt fo(z) = oo % 0. Setze
f:R-oR f(z)= L e=0 Damit folgt f, — f punktweise auf R fiir n — oo.

0 # 0
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Weil f, stetig ist fiir jedes n € N aber f unstetig, kann nach Vorlesung (f,)%; nicht
gleichméafig gegen f konvergieren.

Aufgabe 4

Schreiben Sie die gesuchten GroRen in die dafiir vorgesehenen Késten (im Falle der Nichtexistenz
der gesuchten GroRe schreiben Sie "existiert nicht”). Rechenwege und Begriindungen werden

weder verlangt, noch bewertet.

a) Sei a, = sin((2n — 1)F)cos((2n — 1)) fir n € N. Die Menge der Haufungswerte von

(a,)2., ist gegeben durch

n=1

b) umi(mm1_5)=

r—0 1‘:2




. cos(x)
) :%:IE%I sin(z)

d) /:(sin(:.r:))ge"T di=

= 1y 1
e) ./; COS (E) Edm =

f) Der Konvergenzradius der Reihe Z(-—l)”——_m” ist

n=0

Losung zur Aufgabe 4:

a) Fiir alle n € N gilt a, = 3sin((2n—1)7) = 5(—1)"**. Damit folgt
11
oA
@ ={-53)

b) Nach dem Satz von Taylor gilt 1+ z = 14§ —gz°+ R(z) mit
Damit folgt

R(x)
x

.1 T , 1 Rz 1
llm—(v1+:{:—1——)=11m-—+ ()z——.
r—0 T2 2 r—0 8 T2 8
Alternativ: 2 mal I’Hospital.
. . 1 - = 1 . . _ .
c) Es gilt ;ﬂﬂ S = +m’ml-ﬂl— = = m,ilﬂl cos(z) = 1, also folgt :E% it
+00, lim cos(2) _ _~o . Damit existiert der Grenzwert lim cos(z) nicht.
r—0- Sin(@) 20 sin(z)

-7 — 0 fir z — 0.

cos(z) __



d) Wir rechnen mit zweifacher partieller Integration

I = / sin’(z)edz
0
= [Sing(m)em]g — ZEiﬂ(m) ct}s(m)emdm
0

= 0 — [2sin(z) cos(z)e"]y + /ﬂ 2(cos?(x) — sin’(z))e"dz
0

=—( + 2] (1 — 2sin®(z))e"dz
0

=2/ e*dr — 41
0

s 5] = 2(e™ — ¢°)

& 2
= / sin’(z)e®dr = I = g(e“ —1).
0

e) Mit der Substitution y = 1,dy = —5dz folgt

flm COS (—é) %dm = /;ﬂ cos(y)(
= /l cos(y)d
i 5;1(1) — sin(0)

in(1).

—1)dy
Yy

f) Wir verwenden das Quotientenkriterium. Es gilt

(n+1)!2"
0 ﬁ 2{n—l—1]! n! = (ﬂ+ 1)271!{114-1—1}
n!>1 1
£ i y 0 fiir n — oo.
211

Damit folgt, dass der Konvergenzradius oo ist.

Aufgabe 5

Sei (a,)22, eine reelle Folge.

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <, <, bzw. f, |, { oder den Text “keine Beziehung” in die Késtchen schreiben.
Jedes Kistchen, welches die richtige Implikation enthélt, wird mit 0,5 Punkten bewertet. Fehlt
eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen keinen Punkt.



(@)%, ist beschrénkt

n=4 00 oo :
und (an)7zy 18t ) oy Gy i8St
liminf a,, > limsup a,. konvergent. konvergent.
n=oa n— 00
(a,)2, hat endlich (0.)72; st S (=1)"ay ist
viele Haufungswerte. beschrankt. konvergent.

Lésung zur Aufgabe 5:

(an)2, ist beschrinkt

e und = (an)oe; ist L — Z,T:l a, 1St
llﬂ gtf Qn > 111:145;]:: Qn. konvergent. konvergent.
Y ¢ k.B

(ﬂn)f=.1_ hat endlich keine Beziehung (ﬂfn);} ist % (—=1)"a, ist
~ viele Haufungswerte. beschrankt. konvergent.




HM II:

Auf_'gabe 1

a)

b)

Essei f: R?> >R, f(z,y) = —2%+ 2z +y*. Zeigen Sie, dass f kein lokales Extremum
hat.

Die Funktion f:R* — R? sei gegeben durch
f(z,y, 2,u) = (zyzu — 1,zy’2%u? — 1) ((z,9,2,1) ERY).

Zeigen Sie: Es existieren Radien &,m > 0 so, dass fiir alle (z,u) € Us((1,1)) eine eindeu-
tige Losung g(z,u) € U,((1,1)) von f(g(z,u),2,u) = 0 mit g(1,1) = (1,1) existiert.
Berechnen Sie fiir die dadurch implizit definierte Funktion ¢'(1,1).

Losung zur Aufgabe 1:

a) Angenommen f hat ein lokales Extremum in (z,y) € R?, dann gilt f'(z,y) =0, also

—2$+2=Uund2y=0.

Die einzige Losung dieses Gleichungssystems ist dann (1,0). Gibt es ein Extremum, so
liegt dieses folglich bei (1,0). Fiir die Hessematrix an dieser Stelle erhdlt man:

H(1,0) = (_ﬂg g) .

Die Eigenwerte liest man entweder direkt ab oder man berechnet sie wie folgt: Die Eigen-
werte dieser Matrix erfiillen genau die Losungen der charakteristischen Gleichung

(=2 —A)(2—=X) =0

und sind folglich durch A\; = —2 und A, = 2 gegeben. Da ein Eigenwert groker und der
andere echt kleiner Null ist, ist die Hessematrix in (1,0) indefinit. Nach Vorlesung liegt
somit kein lokales Extremum vor.

Zunichst einmal ist der Punkt (1,1,1,1) € R* eine Nullstelle von f. Als Verkettung
differenzierbarer Funktionen ist f differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind
gegeben durch

of

Sz = (
of

_ TYu TYZ :
a(gju) (mayvgj ru-) ol ( 2 ju) ((ﬁ,y,zju) &= |24 )i

y2u T2U
y222u? 2x%yz%u’

2ry’zu’ 2xy’z



Damit folgt

af B | S
o (52 i10) = (§ D) —2-1m1 4

Mithin sind die Voraussetzungen des Satzes iiber implizit definierte Funktioen erfiillt.
Laut diesem Satz existieren Radien 8,7 > 0 so, dass fiir alle (z,u) € Us((1, 1)) eine
eindeutige Losung g(z,u) € Up((1,1)) von f(g(,z u),z,u) = 0 mit g(1,1) = (1,1)
existiert. Desweiteren liefert der Satz, dass die Funktion g € C*(Us((1,1)),R?) ist und
die Ableitung ¢’ ist gegeben durch

=1
/o0 =~ (Gelslazwan)) ez (0 €U D)

Insbesondere gilt

Aufgabe 2

a) Losen Sie das Anfangswertproblem

(1-2)y(z)® =%/ (x), y(1)=

auf einem geeigneten Intervall.

] [

b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

2y"(z) — y'(z) = sin(2).

Losung zur Aufgabe 2

a) Wir l6sen das Anfangswertproblem mit Hilfe der Methode Trennung der Variablen fiir

et 0y 1.

S e - d 1 —
1
=,».__-_-____1.;} )+ C=>y=—
T v —-—mg(m)



mit

Die Losungen der Differentialgleichung sind also gegeben durch y(z) = —— I ﬂmlg(:cj e,
1 1

Konstanten C € R. Aus der Anfangsbedingung erhalten wir 5 = — =77 und somit muss
C = —1 gelten. Folglich ist die Losung des AWPs gegeben durch

1
—1 —log(z) — 1
1

N 1 +log(z) +1 (7€ (0,00)).

y(;ﬂ) = —

Das charakteristische Polynom fiir die zugehorige lineare, homogene Differentialgleichung
ist gegeben durch

p(A\) =2X3 = A =A(2x - 1).

Die Nullstellen dieses Polynoms sind 0 und 3. Somit ist feb =1, e2?} ein Funda-

mentalsystem fiir die obige Differentialgleichung und die allgemeine Losung ist gegeben
durch

y(.’I:) — Cl i CEE%:E

mit Cy, C, € R. Eine partikuliire Losung y,(z) der inhomogenen Gleichung erhalt man
durch den Ansatz y,(x) = acos(z)+bsin(z) mit a,b € R. Beachte, dass 1 keine Ldsung
der charakteristischen Gleichung ist. Eingesetzt in die Differentialgleichung erhélt man

(a — 2b)sin(z) — (2a + b) cos(z) = sin(z).

Koeffizientenvergleich liefert dann das lineare Gleichungssystem

a—2b=1
20+ b= 0.
Einzige Losung ist a = ¢ und b= —% . Eine partikulire Losung ist dann gegeben durch
1 2 ..
Yp(x) = z cos(x) — F sin(x).

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann die Summe der allgemei-
nen Losung der homogenen Gleichung und einer partikuldren Losung der inhomogenen
Gleichung. Damit erhdlt man

1 1 2
y(z) = ¢1 + ce2” + = cos(x) — = sin(z), (c1,¢2 € R)

als allgemeine Losung der Gleichung.
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Name: Matrikelnummer: Punkte:

Aufgabe 3

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgen-
den Symbole =, <, < oder den Text “keine Beziehung” in die K#stchen schreiben. Jedes
Kastchen, welches die richtige Implikation enthalt, wird mit 0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine
Implikation, gibt es fiir dieses Kéastchen keinen Punkt.

Es sei D C R” offen und f : D — R differenzierbar aut D.

flz)=0 (eel) f ist auf D konstant.

Es seien A, B C R"™ nichtleere Mengen.

A ist offen. A — B ist offen.

Es sei f :[0,1]> — R stetig.

f@9) 20 (@) € 0,17, |, ) 2o

Es seien A, B C R™ messbar.
/ 1dm=/1dﬂ:+/1dm. ANB=0.
AUB A B

Es sei f € C*(R™,R).

H(zo) ist positiv definit. f hat in z, ein lokales Minimum.

Es sei o € C*(R,R) und es gelte ¥'(z) = a(z)y(z) (z €R).

dzo e R : ‘y(fﬁﬂ) = (. y(:&:) =:) (33 - R)

11



Losung zur Aufgabe 3:

Es sei D C R” offen und f : D — R differenzierbar auf D.

fliz)=0 (z€ D). - f ist auf D konstant.

Es seien A, B C R"™ nichtleere Mengen.

A ist offen. = A — B ist offen.

Es sei f :[0,1]*> — R stetig.
f@y) 20 ((2,y) € 0,112, = f[ S @) 20

Es seien A, B C R™ messbar.
[ 1d$=/1dm+/ldm. - ANnB=40.
AUB A B

Es sei f € C*(R",R).

H{(xo) ist positiv definit. k.B. f hat in z ein lokales Minimum.

Es sei a € C1(R,R) und es gelte v'(z) = a(z)y(z) (z €R).

Jzo € R : y(zo) = 0. & y(z) =0 (z €R).

Aufgabe 4

Schreiben Sie die gesuchten GréRen in die dafiir vorgesehenen Késten (im Falle der Nichtexistenz
der gesuchten GroRe schreiben Sie “existiert nicht”). Rechenwege und Begriindungen werden

weder verlangt noch bewertet.

a) Essei f:R® = R? f(z,y,2) = (€®z,sin(z) + = + y). Berechnen Sie fiir (z,y,2) € R
die Ableitung | |

12



f!(ma Y, 3) =

: 2
b lim  Saey —
) (zy)—(0,0) T TV

c) Essei f: R? >R, f(z,y) :==2%*, a:= —=(-3,1) € R? . dann gilt:

2(2,1) =

& e e
d) 2 (=) =

n=>5

e) Essei M := {(z,y) ceR2: 22>y >2z2—-4,2 > 0}.

/Mld(m,y) =

t3} _1 E L E 2 = . . . 5
und f bezeichne ihre Fouriertransformierte.

f) Es sei f:IEE—}IR,f(t)-——{

0, sonst
Dann gilt
< -1
. b= =]
oo ,. ‘ .
CH-_/ f(s)eds = , =1 b 2

% o t=2

: > 2
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Losung zur Aufgabe 4:

e“Vyz eWVrz ™Y )

a) f’(:r}y,z)‘:( 1 1 cos(z)

' 2 . 2
b) Es gilt ?—i&% L I, 7 E—%ﬂ fiir ¢ — 0 konvergiert und der Grenzwert nicht

T (x34+y3) °

Null ist, existiert obiger Grenzwert genau dann, wenn der Grenzwert  lim 2o
(@)—(0,0) V)

existiert. Nach Wahl von Folgen der Form (zn,,)3%, und (0,2,)52; mit 2, =0 (n —

o) sieht man, dass dieser Grenzwert nicht existiert, da der eine Grenzwert 3 und der

andere (0 ist.

¢) Die Ableitung von f ist f'(z,y) = (4z3y*, 4z*y?) . Daher ist die gesuchte Richtungsablei-
tung gegeben durch

0f 9 1) = F(2.1) - a = (=3 1)L = 52
So(2,1) = f(2,1) 0= (32,64) - (-3,1) - 7= = ~ 7

d) Es gilt

T

=1

mn

3n+1
n —+ 2in

n L]

1+ 2 3

womit keine Nullfolge vorliegt und deswegen die Reihe nicht konvergiert.

342 2|3

e) Wir rechnen mit dem Normalbereich mit f(z) = 2z* — 4, g(z) = z2 . Die Grenzen folgen

mit
22? — 4 < z°
— z*—-4<0
= z? < 4.

Mit z > 0 folgt = € [0,2] sowie mit Cavalieri

2 IE 2 16
f / ldydz = / (3:2 — 2z + 4) dr = —.
0 J2xr?2—4 0 3

f) Es gilt
f 0, t< -1
. 4, t=-1
CH-f f(s)etds =< t°, —1<t<2
o 4, t=2
0. & >2
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