Héhere Mathematik IT (Analysis) fiir die Fachrichtung Informatik Lésungen:

a) Definiere F': R? - R, F(z,y) = z—y+5cos(y) . Dann gilt F(5.5)=0und £(2,2) =
—1—5sin(3) = —6 # 0. Nach dem Satz @iber implizit definierte Funktionen existiert ein
6 >0 und eine Funktion g mit den geforderten Eigenschaften. Ferner gilt:

Klausur - Ldsungen

=1
i®=-(5E9) -EGp=1
Aufgabe 1: b)
- . i -3 -1 1 £ 2 1 e —its 1) dt = 1 % —its dt 1 : 2 .Iu.nm dt
a) Losen Sie das Anfangswertproblem y (z) = 1 -1 y(z), y(0) = 1) fls)= o |8m fle)dt= o J, € + o7/, (—2)e -
b) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem der Gleichung y®(z) = 299(z) + y(z) = 0. ] Im Fall s =0 erhélt man f(0) = 0. Andernfalls gilt weiter:
Lé: = i Fr oy 1 —i —i
RGN H , fls) = = (™5 + (=2)[e3)
a) Die Eigenwerte der Matrix A —= Aluw Huv sind die Lésungen A der quadratischen = IMM&’,» (8e7% — 9¢7%s _ 1)
Gleichung (=8 — A)(-1—X)+1 = (A+2)? = 0. Folglich ist A = —2 ein doppelter
Eigenwert. Weiter gilt . Aufgabe 3:
, =1 =g 1 a) Essei f: R2 = R stetig mit |f{z,7)] < M+|n.w+|e~ ({z,y) € R*) und F(0,0) > 0. Zeigen
ker(A+2Id) = ker AA 11 vv = ﬁmluvw Sie, dass f ein globales Maximum besitzt. :
5 3 = - . . b) Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der
Ein dazu I bh: Vek t )T u
* Cazn Anear unabhangiger Vektor st (1,1)7 und es gilt folgenden Symbole =, <+, < oder den Text “keine Beziehung” in die Kistchen schrei-
1 —2 ben. Jedes Kistchen, welches die richtige Implikation enthilt, wird mit +0,5 Punkten
(A+21d) 1/ =\ 2 : bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Kastchen keinen Punkt.
Folglich ist ws(z) := Aﬂv + AIva u..v €% eine Losung der Gleichung. Es gilt
. Essei zp € R® und f: R™ — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
() 1 ) - J bat ein globales Maximum in keine Bezichung f'(z0) = 0 und H(xp) ist negativ
, 1 zp € R™. definit.
Somit ist wy die gesuchte Losung des AWPs. Es sei D C R offen, f: D — R, zo € D.
grad f(zp) existiert. = f ist differenzierbar in z, € D.

b) Das charakteristische Polynom der Gleichung ist gegeben durch

M =204 1= (M 1) = (A~ 1A+ 1200 — iP(r + i)
B Essei f: RZ 5 R.
Daraus erhilt man das Fundamentalsystem e . Fiir jede Folge (z,)2, aus R?
f ist stetig in (0,0). mit z, — (0,0) (n — o) gilt:
|f(z=) — £(0,0)| = 0 (n — o).

{e*, ze%,e7%, ze ™%, sin(x), cos(z), x sin(z), z cos(z)}

Allgbe 2: B sei FR2 SR
a) Zeigen Sie, dass ein § > 0, sowie eine Funktion g: (34, % +6) = R existiert, sodass [ ist stetig in (0,0). keine Beziechung f ist partiell differenzierbar in
9{3) =% und z = g{z) — 5cos(g(z)) (z € (3 — 96,5 +48)). Berechnen'Sie g'(5)-  ° : {0.0). :
b) Es sei Lésung:
. b
R R, (1) rm (te _Mu mb a) Fir (z,y) € R? mit 22+ 42 > w%w@ gilt: |f(z,y)| < :w.s - Auf der kompakten Menge
feB-SRfie) = o (t€ (23] {(z.y) eR?: 22442 < Foomy) nimmt f nach dem Satz von Heine sein Maximum in einem
3 0. sonst. Punkt (z0,30) an. Da (0,0) in dieser Menge liegt, ist das Maximum notwendigerweise
Berechnen Sie die Fouriertransformierte von f. grofer als f(0,0). Daher ist (w9, y) eine globale Maximalstelle.
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b) e Falls f in zy ein Maximum hat, muss die Hessematrix an der Stelle nicht notwen-
digerweise negativ definit sein. Ist die rechte Seite erfiillt, liegt ein Maximum vor,
welches nicht global sein muss.

Ist [ differenzierbar, so existiert jede Egncsmmmw_am»:nm und damit der Gradient.
Die Umkehrung ist falsch. f muss bei Existenz aller Richtungsableitungen nicht
einmal stetig sein.

Dies ist Definition.

Aus Stetigkeit folgt keine Existenz von Richtungsableitungen und umgekehrt. (vl
Ubung).

Aufgabe 4: Schreiben Sie die gesuchten Gréfen in die dafiir vorgesehenen Kisten (im Falle
der Nichtexistenz der gesuchten Grife schreiben Sie “existiert nicht”). Rechenwege und Begriin-
dungen werden weder verlangt noch bewertet. , :

a) Bssei f: R—R, f(z) = max{0,1 — [z]}. Im f(3 - f(s) = %

i : : 1+
B Esse £ R SR, flan) =, Hmn) = (L0, 1Y) e

<) Bssel f: R R, f(z,9) = 22 ((z,%) # (0,0)), £(0,0):=0, a = (8.-9).
Zo0=%

d) Die Losung des Anfangswertproblems y'(z) = e=+¥(2), y(0) =0 ist
y(z) = —log(2 — &%) (z € (—o0,log(2)))

e) Essei M :={(z,y) eR?: 1 <2492 < 4, |z| > [y[} und f: M <R, f(z,y) = z2+32.
15
[ @y dey =2
M
f) Esset B:={(z,y,z) € [-L1]P: 22+ <1 — 2%},
1Bl = 5=

Erlauterungen:
a) f ist stetig und nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma gilt lim f(s) = 0. Somit erhalt

man Jim £(3— f(s)) = lim f(2) = 3 -

b) ZL(z,y) = ye, Y(z,y) = ze™, Th(z,y) = 2 Zh(z,9) = 2%
55 (2,y) = (L + my)e
af i 83y 332

) G =lm——pa— = )

50 t2((5)24(-2)7)

d) Mit Trennung der Variablen erhilt man:
¥'(z) = ) o ey (1) = =
Integrieren liefert:
—e V) =L C & y(z)=— log(—e* - C).

Einsetzen der Anfangsbedingung liefert ¢ = —2 .

3

e) Die Funktion ist radialsymmetrisch und wird iiber zwei Sektoren integriert, die zusammen
einen Halbkreisring bilden, somit gilt [, (z2+37) d(z,7) = Iy .buﬂmﬁ.&,ma =I(2-11) =
15
MS..

f) B ist die Einheitskugel in R?, folglich gilt |B| = dm.



Hohere Mathematik I (Analysis) fiir die Fachrichtung Informatik

Klausur - Lsungen

Aufgabe 1: Fs sei ap € (v2,2) und die Folge (a,)32, definiert durch
=2+ an_, (n €N).

Zeigen Sie, dass (g,)2, konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

L3sung: Beh: a, € (0,2) (n € Ny).
IA: Die Behauptung gilt nach Voraussetzung fir n= (.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.

IS: Es gilt
Ony1 =vV2+a, <V2+2=2,

sowie:
Gy > V2> 0.

Beh: (a,)%2, ist monoton steigend, also a4 —a, >0 (ne Ny) .
IA: Die Behauptung gilt fiir n = 0, denn

a—a=+ag+2—ay>0

wegen der Monotonie der Wurzel.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein n € N.
IS: Es gilt

: Qnt1 — Qn
— @iy =t +2—Va, +2= >0
Gnt2 n+1 At 2% T o ]

nach Induktionsvoraussetzung.
Nach dem Monotoniekriterium konvergiert die Folge. Fiir den Grenzwert a gilt dann:

a=vae+2 & ¥ —-a—-2=0 - ac{-1,2}.

Da a, >0 (neN) folgt a=2.

Aufgabe 2: Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Kisten. Es wird
Jeweils nur das Ergebnis im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht
verlangt und nicht bewertet. Jede richtige Antwort wird mit + 0,5 Punkten bewertet.

a) i) DieFolge ((1+ H)" N mit a € R konvergiert genau dann,
wenna € (—oo, 3] gilt.
i) [fy cos(z)e” dz = 1((cos(1) +sin(1))e — 1)

b) Bestimmen Sie die Teilmengen von R, auf der die Jjeweilige Reihe konvergiert:

)

8
IA
MU §w+ £ (z+1)" konvergiert < z € [—2,0].

n=1

i)

o
.szsﬁm — 1)" konvergiert < 1z € (—2,2).
n=1

¢) i) Essei f:[0,v/3) =R, f(z) = [ log(cod(t)) dt . Dann ist
F{z) = 2z log(cos(z?)).

i) Essei g:(0,1) 2 R, g(z) = log(:/172) . Berechnen Sie:

5 4
n@vulm

Erlduterungen:

2) 1) Fir @ = 3 gilt ﬁ.ﬁ.%v:u —+ e (n — oo). Fiir @ > 3 erhilt man mit der
Bernoulli’schen Ungleichung

o 1
(1+ &)m 21+ n%=1+4n"% 300 (n— o).

Nach der Vorlesung gilt auRerdem (1+ ulumvau < 3 und somit erhalt man fir @ < 3-

ne—3 o
1< A+F)" =0+ 57" = (1+ ) e 0o1 (sl

Insgesamt konvergiert die Folge also fiir a € (=00,3]. _
i) Mit zweimaliger partieller Integration erhilt man:

1 1
\\ cos(z)e” dz = [sin(z)e*]} + [cos(z)e]} — .\. cos(z)e® dx.
0 : o ;

Umstellen liefert das Gewiinschte.

b) i) Definiere a, := 72 Dann gilt

Gny1 (n —3)(n® + 5n) .
& (P43l +8ni6)n_4) 'L (o)




Damit ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 1 und die Reihe konvergiert fiir
T € (~2,0). Fiir z € {-2,0} kann man abschitzen:

— n—4 = n =1
ME*HJTH_: < Mﬂ?ﬂn_:::”Mﬁ < 00:

n=]1 n=1 n=1

Folglich konvergiert die Reihe fir = € { —2,0} nach dem Majorantenkriterium.

ii)

Ww%?wl 1y = WU Aamw.l.Hv=.

n=] n=1

ist eine geometrische Reihe, die genau dann konvergiert, wenn auwa L < 1 gilt, also
x € (—2,2) gilt,

c) i) Der Integrand ist stetig, hat folglich eine Stammfunktion, die HE..A.. F bezeichnet ist,
also gilt f(z) = F(2?). Nach Kettenrege] erhiilt man:

f'(z) = 2z F(2?) = 2z log(cos(z?)).

i) Es gilt g(z) = }(log(1 - 2) —log(1 +z)), Daher: 9'(z) = 3(-74 — &), sodass an
der Stelle 1 gilt )
4
My =i(—t 14 _4
I =325

ra

Aufgabe 3: Es sei (a,), eine beschrankte Folge mit a, >0 (neN).

=1

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <=, <, bzw. 1, {, { oder den Text “keine Beziehung” in die Kistchen schreiben.
Jedes Kiéstchen, welches die richtige Implikation enthilt, wird mit +0,5 Punkten bewertet.
Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Kistchen keinen Punkt.

lim sup(a,,) | .
noco “a) (an)2; konvergiert <p) > (@ns1 — a,) komvergiert
+limsup(—a,) =0 L
n—o0
.=.nu .?a
()22, konvergiert keine Bez.) (an)72, ist monoton < ()52, ist monoton
a) Es gilt limsup(—a,) = —liminfa,. Somit ist dic linke Seite 0, wenn grofter und
n—o0 oo
kleinster HW iibereinstimmen, also die Folge konvergiert. Andererseits gilt liminfa, =
n—+o0
limsupa, = lim a, im Falle der Konvergenz.
n—o0 f=og
3] -
b) Esgilt 3 (@ni1 —an) = %ﬁ: an+1 — a3 . Die Aquivalenz folgt aus den Grenzwertsitzen.
n=1 —+00

¢} Monotoniekriterium
d) Folgt aus f), ), b)

¢) Falls (a,) monotone Nullfolge ist, so ist ()22, unbeschrinkt und somit nicht konver-

an /n=1
gent. Andererseits folgt aus der Konvergenz einer Folge keine Monotonie, sodass auch die
umgekehrie Richtung im Hinblick auf f) keine Implikation ist.

f) Ist (L)32, monoton steigend/fallend, so ist (an)i2, monoton fallend/steigend und um-
an g / n=1

n=]1

gekehrt, da die Inversion selbstinvers ist.

Aufgabe 4: Es sei f,:[0,1] - R fiir n € N definiert durch fal2) = fz+ 1.

a) Zeigen Sie, dass (fo)nen gleichmafig gegen eine Funktion f konvergiert und bestimmen
Sie diese.

b) Zeigen Sie, dass §, Lipschitz-stetig ist (n € N).
¢) Zeigen Sie, dass f nicht Lipschitz-stetig, aber gleichmafige stetig ist.
Ldsung:

a) Setze flz)=./z, dann gilt

E.

1

falz) = f(z)] = |\/z+ L + V2| = ==—=0 (n )
[fa(z) = f@)] = [\/z+ L + V3| ,\ilmlf\m = e

unabhingig von z. Somit ist (f2)%, gleichmikig konvergent gegen f .
b) Es gilt fir jedes n € N, z,5 € [0, 1):

@) = fsldl = o+ E =yt = e < Y

1 1
_‘H+:+:_w.+a
1

c) Betrachtet man die Folgen (z:)32, und ()22, mit z; = % Yk = 7z, 50 erhilt man

How) = 1) _ VE~ Ve _
B

=3+ (k— c0)

Ewlﬁ‘["‘

T — Yk 32

Insofern ist f nicht Lipschitz-stetig. Wohl aber ist f nach dem Satz von Heine als stetige
Funktion auf einem kompakten Interval gleichmigig stetig.

Aufgabe 5:

a) Beweisen Sie, dass die Funktion f: R — R, fit)=(+ wam|% beschrinkt ist.

: < 2 .
b) Beweisen Sie, dass das Integral SR + 280 dt konvergie

o

¢) Zeigen Sie die Ungleichung: ST @+ 2t)e? dt > 21,

Lésung:




a) Wir zeigen, dass |f| beschrinkt ist. Es gilt
F(V2)| = (2 +2v2)e} > w > 0.
Mit der I'Hospitalschen Regel gilt:

lim
t—too

lim |f(¢)| =

t—teo £

m+mﬂql
ez

lim Aw'_. .m.v ml%‘ =0.

Damit existiert ein R > +/2 sodass fiir alle [t} > R gt [f(t)] < 1. Da |f| stetig

und [~R, R] kompakt ist, existiert M :— maxee(_p g | f(2)] . Zwowl_ummumaom gilt also
[f®)] < M fur alle ¢ [-R.R] und M > [F(V2)] = 2> 1 dh |f] ist auch auf

R\ [-R, A] durch M beschrinkt. Insgesamt ist |f| also beschrankt durch M

b) Definiere sup(|f|(R)) = M - Dann kann der Integrand abgeschiitzt werden durch

nu
[(# +2t)e™| < Me™z.

Die obere Schranke ist integrierbar, somit konvergiert das Integral nach dem Majoranten-
kriterium absolut.

¢} Fir ¢t > 1 gilt 2> ¢. Damit folgt:

o0 00
\ (# 4 26)e dt > .\ Stefdt > S - 3,
1 1




