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Aufgabe 1:
Es seien A, B C R nichtleer und nach oben beschrénkt. Beweisen Sie:

(a)

(b)

()

Die Menge A U B ist nach oben beschrénkt und es gilt:

sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Die Menge A+ B :={a+b: a € A,b € B} ist nach oben beschriankt und es gilt:

sup(A + B) = sup A + sup B.

Die Menge —A == {—a: a € A} ist nach unten beschréankt und es gilt:
inf(—A) = —sup A.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

(a)

Behauptung: Die Menge AUB ist nach oben beschriankt und es gilt sup(AUB) = max {sup A, sup B}.

Beweis: Es sei © € AU B, d.h. es gilt x € A oder x € B. Im ersten Fall gilt x < sup A4, im zweiten
2 < sup B. In beiden Féllen gilt also < max {sup A, sup B}. Somit ist AUB nach oben beschrénkt
mit sup(A U B) < max {sup 4, sup B}.

Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Da A C AU B und B C A U B gelten, erhalten
wir sup A < sup(AU B) und sup B < sup(AU B), also auch max {sup 4, sup B} < sup(AU B), was
die gewlinschte Gleichheit beweist. O

Behauptung: Die Menge A+ B = {a + b: a € A,b € B} ist nach oben beschrankt und es gilt
sup(A + B) = sup A + sup B.

Beweis: Da A und B beschrankt sind, existieren sup A, sup B, und es gelten a < sup A fiir alle
a € A sowie b < sup B fiir alle b € B. Somit erhdlt man fiir a € A und b € B:

a+b<supA—+b<supA-—+supB,

d.h. A+ B ist nach oben durch sup A 4+ sup B beschrénkt. Aufilerdem gilt damit sup(A + B) <
sup A + sup B.

Wir zeigen nun, dass sup A + sup B auch die kleinste obere Schranke von A + B ist (dann ist die
Behauptung gezeigt). Dazu nehmen wir an, dass es eine kleinere obere Schranke ¢ von A + B gébe,
d.h. es wiirde ¢ < sup A + sup B und

(%) a+b<c¢ furallea€c A,be B

gelten. Wir definieren nun ¢ := sup A + sup B — ¢ > 0. Zu ¢ existiert nun nach Definition des
Supremums ein ag € A mit ap > sup A — 5 und analog ein by € B mit by > sup B — 5. Insgesamt
gilt somit

ao—l—bo>supA+supB—2-g:supA+supB—5:c,

ein Widerspruch zu . Also ist sup A + sup B die kleinste obere Schranke von A + B. O
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(¢) Behauptung: Die Menge —A = {—a:a € A} ist nach unten beschrinkt und es gilt
inf(—A) = —sup A.

Beweis: Sei b € —A beliebig. Dann ist b = —a fir ein @ € A. Da A nach oben beschrankt ist, gilt
a < sup A und damit b > —sup A. Da b beliebig war, ist —A nach unten beschrankt und es gilt
inf(—A) > —sup A.

Sei nun a € A beliebig. Dann ist —a € —A und somit —a > inf(—A). Multiplizieren mit —1 liefert
a < —inf(—A). Da a hier beliebig ist, folgt sup A < —inf(—A) und damit auch —sup A > inf(—A).

Insgesamt erhalten wir inf(—A) = —sup A, was zu zeigen war. O

Aufgabe 2 (K):
(i) Bestimmen Sie die Menge aller x € R, fir die die folgende Ungleichung erfiillt ist:

|22 — 4| + z < 5.
(ii) Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen ein Infimum, Supremum, Minimum bzw. Maximum
haben, und bestimmen Sie gegebenenfalls deren Werte:
(a) A={(-1)"+L:neN}, (b) B:= {%SIZO}.
(iii) Beweisen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstdndiger Induktion:

k2t -2
(a) Fir jedes n € N gilt Z o = Tn
k=1

. 1
b) Fiir jed N gilt 1+—- )= 1.
(b) Fiir jedes n € N gi kl;[l<+k> n+

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:
(i) Behauptung: Es gilt {x € R: |2z — 4| + 2z < 5} = (-1, 3).

Beweis: Sei z € R. Es gilt 20 —4 >0 < 2x >4 <= x > 2. Wir unterscheiden also die Fille:
1. Fall: Sei x > 2. Dann gilt

20 —4|+2<b <= 2r—4+2<5 <= <9 < z<3.

2. Fall: Sei x < 2. Dann gilt

20 —4|+2 <5 <= -2r+44+2<5 <= —2<1l < z>—-L

Insgesamt erhalten wir fiir x € R:

2z —4|+z<b <= [(z>22)A(z<3)]V[(z<2)A(z>-1)] <= z€(-1,3). O

(ii) (a) Behauptung: Es gelten max A =sup A = 2, inf A = —1 und min A existiert nicht.

Beweis: Fiir alle n € N gilt:

1 1 5
D"+ =<1+ = =-.
(=" + n? = * 22 4
Somit ist 3 eine obere Schranke fiir A. AuBerdem ist 2 = (—=1)? 4+ 55 € A und somit gilt
max A =sup A = %.
Andererseits ist (—1)" 4+ -5 > —1 fiir alle n € N. Folglich ist —1 eine untere Schranke von A.
Als Néchstes zeigen wir, dass —1 die grofite untere Schranke ist. Sei dazu y € R mit y > —1
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und € := y+ 1 > 0. Nach Vorlesung existiert ein m € N mit m > ﬁ — % Setze ng := 2m + 1.

Dann gilt:
>1 1<:>2>11<:>2+1>1<:>> 1
m>— — - m> — — m — E> ——
2 2 NG NG (2m + 1)2
1 1
= Yyt+l> 5 = y> 5+ (-1)"ecA
L g

Folglich ist y > —1 keine untere Schranke von A und infA = —1. Ferner gilt (—1)" + 23
-1+ 7%2 > —1 fiir alle n € N und somit —1 ¢ A und min A existiert nicht.

v

(b) Behauptung: sup B und max B existieren nicht.

Beweis: Angenommen es existiert ein s € R mit b < s fiir alle b € B, d.h.

3

(+) s <s firalles cR.
Dann gilt insbesondere s > 0 = HOQ € B. Fir 2 :=2s + 1 gilt:
N 1 .3 .2 23
r>2s>=5+1)s = m>(1+x>s = —— >y,
22 1+ 32

was einen Widerspruch zu darstellt. Folglich ist B nach oben unbeschrankt und sup B und
max B existieren nicht. O

Behauptung: Es gilt min B = inf B = 0.

> (. Somit ist 0 eine untere Schranke fir B.

Beweis: Es gilt fir alle x € Rmit x > 0:

1+ 2
Des Weiteren gilt 0 = 02 € B, woraus folgt: min B = inf B = 0. O
k2t —2
(iii) (a) Behauptung: Fiir jedes n € N gilt ,; % = 27"”

Beweis: TA: Fiir n = 1 gilt lec 4 ko1 22-1-2

2 21
k _ 2rtl_p_29
IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte >, _; o = g

IS (n ~» n+1): Es gilt:

ok k n+lan2-(2" —n—-2)+n+1
2k 227 ontl on+1
k=1 k=1
@ om - 4n+l @ —(n41)-2)
on+1 o on+1 :
O
n
. . 1
(b) Behauptung: Fiir jedes n € N gilt H <1—|— k) =n+1.
k=1
Beweis: IA: Firn=1gilt [[,_, (1+ 1) =1+1=2=1+1.
IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte [];_, (1+%):n—|—1.
IS (n ~» n+1): Es gilt
n+1 n
1 1 L\ av) 1
1+-)=(1 : 1+- )2 (1 1
() = () T (o) ™ () o)
k=1 k=1
n
=1 —_— = 1 1
( +n+ +1+n+1> (n+1)+1)
O
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Aufgabe 3:
(i) Beweisen Sie die folgenden Aussagen mittels vollstdndiger Induktion:
n?(n+1)?

Fiir jed ity k® =
(a) Fir jedes n € N gi Z 1

k=1

n
(b) Fiir jedes n € N gilt Z k2% = (n — 1)27+! 4 2,
k=1

(ii) Bestimmen Sie die Menge aller = € R, fir die die folgende Ungleichung erfillt ist:
|z + 5] <2(4 — x).
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
(i) (a) Behauptung: Fiir jedes n € N gilt Y7 _, k3 = tn?(n+1)2.

Beweis: TA: Firn=1gilt ¥, k*=1=1.12.(1+1)%
IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte > _; k% = tn?(n +1)2.
IS (n ~» n+1): Es gilt:

n+1 n
1 1
SR ="K+ (n+1)° w 1n2(n+1)2+(n+1)3 = 1(n4+27r°’+rﬂ)+n3+3n2+3n+1
k=1 k=1
I 3 2 _ 10 2 _1 2 2
= 4(71 +6n°+13n°"+12n+4)=-(n"+2n+1)(n° +4n+4)=-(n+1)*(n+1)+1)
O
(b) Behauptung: Fiir jedes n € N gilt Y/, k2% = (n — 1)2n+1 42,
Beweis: IA: Fiir n =1 gilt Z/lg=1 k2F =2=0-22+2.
IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits > ,_, k2 = (n — 1)2"+! 4+ 2.
IS (n ~» n+1): Es gilt:
n+1 n v)
> k2P =3k 4 (n 4 1)27 W (0~ 127 £ 24 (4 127
k=1 k=1
=2 n—14n+1)+2=2""2n+2=((n+1) —1)20FD+! L 2,
O

(ii) Behauptung: Die Ungleichung |z + 5| < 2(4 — z) ist genau dann erfillt, wenn = € (—o0, 1] gilt.

Beweis: Wir betrachten die folgenden zwei Fille:

Fall 1 (x > —5): In diesem Fall gilt 2 + 5 > 0 und somit ist die gegebene Ungleichung dquivalent

zu
r+5<8—-2r <— 3r<3 <= z<1.

Die Ungleichung ist also fiir x € (—o0,1] N [—5, 00) = [—5, 1] erfiillt.

Fall 2 (x < —5): In diesem Fall gilt  + 5 < 0 und wir erhalten |z + 5| = —(x + 5). Damit ist die

gegebene Ungleichung dquivalent zu
—(x+5)<8—2z < =z <13.

Die Ungleichung ist also fiir x € (—o00,13] N (=00, —5) = (—o0, —5) erfiillt.
Insgesamt wird die gegebene Ungleichung also fir « € (—oo, 1] erfillt. O
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Aufgabe 4:
Es seien A und B nichtleere und beschrinkte Teilmengen von R mit A N B # (). Zeigen Sie

max{inf 4, inf B} <inf(AN B) sowie sup(AN B) < min{sup A,sup B}.

Geben Sie zudem Beispiele fiir A und B an, sodass obige Ungleichungen strikt sind.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:
Da A und B beschrinkt sind und AN B # () ist, gelten fir x € AN B:

infA<z<supA sowie infB <z <supB,
also max {inf A, inf B} < z < min {sup A,sup B}. Somit ist max {inf A, inf B} eine untere Schranke fiir

A N B, insbesondere gilt max {inf A,inf B} < inf(A N B). Genauso ist min {sup A,sup B} eine obere
Schranke fiir AN B, weshalb sup(A N B) < min {sup 4, sup B} gilt.

Um zu zeigen, dass die beiden Ungleichungen strikt sein kénnen, betrachten wir als Beispiel die Mengen
A=1[-3,-2]U][0,1] und B =[-1,0] U [2,3]. Dann sind AN B = {0} und

max {inf A,inf B} = max{-3,—1} = -1 < 0 = inf(4A N B)
sowie

min {sup A,sup B} = min {1,3} =1 > 0 = sup(AN B).
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