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Aufgabe 5:

Eine Folge heifit Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert. Es sei (a,,)32; eine reelle Folge. Entscheiden
Sie jeweils (durch Beweis oder Gegenbeispiel), welche der folgenden Bedingungen erzwingen, dass (a,)
eine Nullfolge ist:

Zu jedem € > 0 existiert eine Zahl ng, sodass fiir alle n > ng gilt:

(a) lan| <e?, (b)  an - anq| <e,
(c) |3a2 +6ani2 + 4ah +a,| <ce, (d) |an - am| < ¢ fir alle m € N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(a) Behauptung: Diese Bedingung erzwingt, dass (a,) eine Nullfolge ist.
Beweis: Es sei ¢ > 0 gegeben. Die Bedingung (a) impliziert, dass fiir € :== /¢ > 0 ein ng € N
existiert, sodass fiir alle n € N mit n > ng gilt: |a, — 0| = |a,| < &2 = ¢, d.h. (a,) konvergiert
gegen 0. O
(b) Behauptung: Diese Bedingung erzwingt nicht, dass (a,) eine Nullfolge ist.

Beweis: Wir definieren die Folge (a,) durch

S %, n gerade,
n —
n, n ungerade.

Damit gilt fir n € N:

"7;51 < ”n# = %, n gerade,
Ap - Ap41 = 2

ﬁ < ”% < n ungerade.

n’
Es sei nun € > 0 beliebig. Wéhle nyg € N mit ng > % Dann gilt fiir alle n > nyg:
2
ng

2
— < €.
n

lan - Gni1| = ap - apy1 < — <

Die Folge (a,) erfillt somit die Bedingung (b), sie ist aber keine Nullfolge (sie ist nicht einmal
beschrankt). ]

(¢) Behauptung: Diese Bedingung erzwingt nicht, dass (a,) eine Nullfolge ist.

Beweis: Wir definieren die Folge a,, := —1 (n € N). Diese erfiillt offensichtlich die Bedingung (c),
ist aber keine Nullfolge. O

(d) Behauptung: Diese Bedingung erzwingt, dass (a,) eine Nullfolge ist.
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Beweis: Die Bedingung (d) besagt, dass zu jedem ¢ > 0 ein ng € N existiert, sodass fiir alle n > ny
gilt: |ay, - am| < e fir alle m € N. Insbesondere gilt die Ungleichung dann auch fiir m = n und man
erhalt

ln - an] <e =  Jauf<e <= |an| < Ve
Aus letzterer Bedingung folgt, dass (a,,) eine Nullfolge ist, denn: sei € > 0 gegeben. Dann folgt, dass

fiir £ := &2 > 0 ein ngy € N existiert, sodass fiir alle n € N mit n > ng gilt: |a, — 0| = |a,| < V& = ¢,
d.h. (a,) konvergiert gegen 0. O

Aufgabe 6 (K):
(i) Beweisen Sie: Fur alle n € Nund £ € Nmit & <n gilt

n+1\ [n n n
k - \k k—1)
(ii) Untersuchen Sie die folgenden reellen Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert. Beweisen Sie Thre Aussagen.

@ (52 I)i

(c) (an)5Zq definiert durch ag := 0 und ay, := a1 + Zn fiir alle n € N,

(d) Zu jedem e > 0 existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt: (a,)? — 6a, +9 < &3.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6:
(i) Behauptung: Fiir alle n € N und k € N mit k£ < n gilt (”2‘1) = (Z) + (kﬁl).

Beweis: Wir berechnen fiir n,k € N mit k£ < n:

<Z> * <k: . 1> - k!(nni PR 1)!(2!— k1 1)
_nlln—k+1) k- n! <_MM—k+1+k):<n+5.

TRk D! Bm—k+D)l . (W k+ 1) 2

(ii) (a) Behauptung: Die Folge (a,)%2 _5 ist konvergent mit Grenzwert 0.

Beweis: Idee: Es geniigt, (a,,) fiir “grofe” n zu betrachten. Endlich viele sind nicht relevant
fiir Konvergenz.

Es sei € > 0 beliebig. Setze N := [Z + 1]. Dann gilt fiir alle n € N mit n > N:

1 1
0] = <—=<

1
e ’—Hm i SR

la, — 0] = <e.

8-

O
(b) Behauptung: Die Folge (a,) konvergiert gegen 1.
Beuweis: Sei € > 0 beliebig. Setze N := [ 4 1]. Dann gilt fiir alle n € N mit n > N:
(=" o1 _1
1 —1| = =< <=
’( + n n n- N <€
O

(¢) Behauptung: Die Folge (a,)%2, ist divergent.
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Beweis: Fiir alle n € N gilt

2
lan—1—an| = —n > 5

ot DN

Wire (a,)22, konvergent mit Grenzwert a € R, so géibe es zu jedem e < % ein ng € N mit
lan, —a| < e fur alle n > ng.

Somit wiirde (mit der Dreiecksungleichung) fiir alle n > ng folgen

2 2
— <lan-1 —an| <lap—1—al+|a, —al <2e < —,
5 —_—— ~—— 5

<e <e

ein Widerspruch. Somit kann (a,)3%, nicht konvergieren und ist daher per Definition diver-
gent. O

(d) Behauptung: Die Folge (a,) konvergiert gegen 3.

Beweis: Sei € > 0 beliebig. Setze & := v/e2. Nach Voraussetzung existiert ein ng € N, sodass
fiir alle n > ng gilt: a2 — 6a, +9 < &. Sei nun n € N mit n > ng beliebig. Dann gilt:

g
|an—3|:\/(an—3)2:\/a%—6an+9<\/€73= Ve =e.

Aufgabe T7:
Es seien (a,) und (b,) reelle Folgen.

(i)
(i)

Es sei (ay) beschrankt und b, — 0 (n — 00). Beweisen Sie, dass dann gilt: a,b, — 0 (n — 00).

Es sei (a,) beschriankt und b, — b (n — oo0) mit 0 # b € R. Ist dann die Folge (anb,)S,
konvergent? Falls ja, beweisen Sie diese Aussage, anderenfalls geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7:

(i)

Behauptung: Es sei (a,) eine beschrinkte reelle Folge und (b,,) ein Nullfolge. Dann gilt a,b, — 0
(n — ).

Beweis: Da (a,) beschrankt ist, existiert ein C' > 0, sodass fiir alle n € N gilt: |a,| < C. Seie >0
beliebig. Da b, — 0 fiir n — oo existiert ein N € N, sodass gilt: fiir alle n € N mit n > N gilt:
|bn, — 0] < &. Sei nun n € N mit n > N beliebig. Dann gilt:

€
|anbn, — 0] = |an| - || < C - c=o
d.h. (apb,) konvergiert gegen 0. O

Behauptung: Es sei (a,) eine beschrinkte reelle Folge und b, — b (n — o0) mit 0 # b € R. Dann
ist die Folge (a,b,) im Allgemeinen nicht konvergent.

Beweis: Setze a, := (—1)" und b, := 1 (n € N). Dann gilt fiir alle n € N: |a,| <1, b, ——> 1 €
R\ {0}, d.h. die Voraussetzungen an (a,) und (b,) sind erfiillt. Aber die Folge (a,b,) = ((—=1)™)
konvergiert nicht (siehe Beispiel ¢) nach 2.1). O

Aufgabe 8:

(i)

Zeigen Sie, dass die Abbildung
g:Nx NN, (m,n)— 2" (2n —1)

bijektiv ist.

https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/ Page 3 / 4


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/

(i)

Es seien Aj, Ao, - -+ abzédhlbar viele abzédhlbare Mengen. Zeigen Sie, dass die Vereinigung
UA" ={a:3IneN:acA,}
n=1

ebenfalls abzahlbar ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:

(i)

Behauptung: g ist bijektiv.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass g sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Zur Injektivitat: Seien mq,ma,n1,ne € N gegeben mit g(my,n1) = g(ma,ng). Wir nehmen an,
dass my # mg. Sei 0.B.d.A. m; > mo (anderenfalls vertauschen wir zuerst (mi,n1) und (ms,ng)),
also k :=mq1 — mgo € N. Wir multiplizieren

(%) 2™ (2n) — 1) = g(my,n1) = g(ma,ny) = 27271 (2ny — 1)

mit 2172 und erhalten so 2¥(2n; — 1) = 2ny — 1. Da die linke Seite gerade ist und die rechte Seite
ungerade ist, kann Gleichheit nicht gelten und unsere Annahme muss falsch gewesen sein.

Also gilt m; = mo und aus (E[) folgt 2ny — 1 = 2ny — 1, also ny = no.

Zur Surjektivitdt: Sei x € N. Wir miissen zeigen, dass ein Paar (m,n) € N x N existiert mit
glm,n) = z.

Schritt 1: Wir zeigen, dass ein k € Ny und eine ungerade Zahl u € N existieren mit 2 = 2*u.

Sei hierfiir T' = {l € Ny: 2! teilt 1:} Dann ist T # (), denn 0 € T. Weiter ist T' nach oben
beschriinkt, denn fiir I > x gilt 2! > 1 +1 > 1 + 2 (nach Bernoulli-Ungleichung), weshalb 2! fiir
diese [ kein Teiler von x sein kann. Somit existiert ein gréfites Element k := max T von T. Nach
Definition von T existiert ein u € N mit 2Fu = z.

Annahme: wu ist gerade. Dann lasst sich u schreiben als v = 2@ mit & € N, und wir konnen
x = 281§ schreiben, weshalb k + 1 € T gilt. Dies widerspricht der Maximalitdt von k. Also muss
die Annahme falsch gewesen sein.

Schritt 2: Wir definieren m := k + 1 € N sowie n := “t! € N (da u > 1 ungerade ist). Dann gilt

g(m,n) =2m"12n — 1) = 2ku = x. O

Behauptung: Es seien Aq, Ao, --- abzdhlbar viele abzdhlbare Mengen. Dann ist die Vereinigung
U.—, Ay :={a: 3n € N: a € A,} ebenfalls abzihlbar.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert zu jeden n € N eine surjektive Abbildung p,: N — A,,. Wir
definieren

h:NxN= | A, (n,k) = pa(k).

n=1

Die Funktion h ist surjektiv, denn: sei y € (J,-, A,, so existiert ein n € N mit y € A4,. Da
pn: N — A, surjektiv ist, existiert auch ein k € N mit y = p, (k) = h(n, k). Nach Teil a) ist die
dort definierte Abbildung g bijektiv, also insbesondere auch die Umkehrabbildung g=*: N — N x N,
Insgesamt ist also auch die Funktion f := hog™': N — |J°7, A, surjektiv. Somit ist die Menge
U2, A, abzihlbar. 0
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