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Aufgabe 17:
(i) Es sei (ay,) eine Folge, sodass fiir jedes p € N gilt:

Aptn — ap — 0 (n — 00).
Ist die Folge (a,) dann konvergent?
(ii) Es sei (ay,) eine Folge und ¢q € (0,1) mit
|ant1 — an| < ¢"
fiir alle n € N. Beweisen Sie, dass die Folge (a,) konvergiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 17:

(i) Voraussetzung: Es sei (a,) eine Folge, sodass fiir jedes p € N gilt:
Aptn — G, — 0 (n — 00).
Behauptung: Die Folge (a,,) ist im Allgemeinen nicht konvergent.

Beweis: Betrachte zum Beispiel die Folge (a,,) definiert durch

~ 1
an::;E (n € N),

also die Folge der Partialsummen der harmonischen Reihe. Dann gilt:

n+p
1

Apgn — Qp = Z - =0 (n—o00)
k=n-+1

fir alle p € N, da jeder der endlich vielen Summanden fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Die Folge
(an) divergiert jedoch, da die harmonische Reihe Y77 | + divergent ist (siehe Vorlesung). O

(ii) Voraussetzung: Es seien (a,,) eine Folge und ¢ € (0,1) mit
lant1 —an] < ¢ (neN).
Behauptung: Die Folge (a,,) konvergiert.

Beweis: Fir alle m,n € N mit m > n gilt (Teleskopsumme)

m—1 m—1 m—1
lam = anl = | > (@41 — @) < D lajpa —al < Y ¢’
Jj=n Jj=n Jj=n
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Wegen |q| < 1 konvergiert die geometrische Reihe Z;io ¢’. Das bedeutet, dass die Folge ihrer
Partialsummen konvergiert. Es sei ¢ > 0. Dann gibt es ein k. € N mit

oo

o'} ) ‘ n—1 )
AR SR
j=n 7=0

fir alle n > k.. Fir alle m > n > k. gilt daher

m—1 00
|am — an| < qu <Zq] <e.
j=n j=n

Die Folge (ay,) ist also eine Cauchyfolge und somit konvergent. O

Aufgabe 18 (K):

(i) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls den Reihenwert
an:

1 > 2
(a) NN (b) Z 2 t3n+2

n—1 —

e o SEOE)

(ii) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und Divergenz:

@ S (crpr il ) 3 (-1

3
Il
-

My
-5

()

n

Yo
n=3 n n=—1 (n + 2)
Losungsvorschlag zu Aufgabe 18:
(i) (a) Behauptung: Die Reihe divergiert.
Beweis: Setze
Sk = ke N).
R Z o T — (keN)

Durch Erweitern und mit Hilfe einer Teleskopsumme erhélt man

k k
vn—+vn—1 T o
g RN s NS ;\/ﬁﬂ/anﬁ VO=vVEk (keN).

Die Folge der Partialsummen (sg) ist unbeschrankt und somit divergent, was bedeutet, dass

die Reihe Y7 | o \/7 divergiert. O
(b) Behauptung: Die Reihe konvergiert und hat den Reihenwert 1.

Beweis: Setze

b 2
Sk ::;n2+3n+2

fiir alle kK € N. Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung und einer Teleskopsumme erhilt man

k k
2 2 2 2 2 2
= _— = — e — — 1 3
nzzl(n+1)(n+2) nz_l(n—i—l n+2> 5 Fa2 oL (ko)

Da die Folge der Partialsummen (s;) gegen 1 konvergiert, ist die Reihe > 7, m
vergent mit Reihenwert 1.

kon-

https://www.math kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/ Seite 2 / 6


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm1info2022w/

(¢) Behauptung: Die Reihe divergiert.
Beweis: Definiere die Folge (a,,) durch

(n €N).

1
= o

Wegen {/n — 1 (n — N) konvergiert die Folge (a,) gegen 3. Die Folge (a,,) ist also insbeson-

dere keine Nullfolge. Aus Satz 3.1 (c)| folgt, dass die Reihe Y -, a,, dann divergiert. O
(d) Die Reihe konvergiert und hat den Reihenwert 3.

Beweis: Mit dem binomischen Lehrsatz folgt fiir n € N:

()5 - (-5 - ()

— k 4 4 4
Wegen % < 1 handelt es sich somit um eine geometrische Reihe, diese konvergiert und es lasst
sich ihr Reihenwert ausrechnen:

SEEE)) S -EE) e

n=1

(ii) (a) Behauptung: Die Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.
Beweis: Definiere die Folge (b,,) durch

i
b= YL e,
n

Es gilt

v/ 1 1 1 5

d.h. (b,) ist eine Nullfolge. Weiter gilt (fﬁr alle n € N):

vn+2 < vn+1 — n+2 < n+1

n+l = n (n+1)2 = n?

— n3 4 2n? §n3—|—3n2—|—3n+1 <— O§n2—|—3n+1.

bn+1 S bn —

Letzteres ist eine wahre Aussage, sodass (b,) insgesamt eine monoton fallende Nullfolge ist.
Nach dem Leibnizkriterium (Satz 3.3) ist die Reihe daher konvergent. Des Weiteren gilt

np1Vn+1 :\/n+1>@: 11
n n  on vn T on
Da die harmonische Reihe Zflo 13 L divergiert, divergiert nach dem Minorantenkriterium daher

die Reihe Y7 ‘( [ynttyntl ’ ebenfalls. Somit ist die Reihe 07, (—1)" 1 Y21 nicht absolut

konvergent. O

-1

(b) Behauptung: Die Reithe > (—1)"

n=-—1

ﬁ konvergiert absolut.

Beweis: Wir verwenden das Majorantenkriterium um die Behauptung zu zeigen. Wir definieren
die Folge (ay,)2 _; durch a, := (—1)"@ fiir alle n € Z mit n > —1. Dann gilt

1 1
|an| = m+2? < o)

fiir alle n € N. Da die Reihe Y | -; konvergiert, ist auch die Reihe Y77, (=1)" @ +2

dem Majorantenkriterium absolut konvergent und somit auch die Reihe > > (—1)" [col +2)2

(C=E nach
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Aufgabe 19:

(i) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

= n = (=D)™n? +n
@ () oy e

(ii) Es sei (ay) eine monoton fallende Folge und die Reihe > a, sei konvergent. Zeigen Sie:
n=1

lim n-a, =0.
n—oo
Losungsvorschlag zu Aufgabe 19:
(i) (a) Behauptung: Die Reihe divergiert.

Beweis: Wir definieren die Folge (a,,) durch a,, := (—1)"(21?) fiir alle n € N. Dann gilt fiir alle
n € N:
@2n)!  (n+1n+2)-...-(n+n)

— — > 1.
jn] (n!)2 1-2-...-n -

Damit ist (a,) keine Nullfolge und somit kann die Reihe }">7 , (—1)"(*") nach Vorlesung nicht

n
konvergieren. O

(b) Behauptung: Die Reihe konvergiert, aber nicht absolut.

Beweis: Definiere die Folgen (a,), (b,) und (¢,) durch

n2 n

Bl Pt
—_— =

=:b, =iCn

an = (—1)" (n € N).
Es gilt:

n? 1

<

n

d.h. (b,) ist eine Nullfolge. Weiter gilt fiir n € N:
(n+1)? < n?
n+1)34+1 " n3+1

<— n5+n2+2n4+2n+n3—|—1§n5+3n4+3n3+2n2
= o0<nt 4P —2n—-1 = 0<n*+23 + (n—1)? - 2.

boi1 < b, < —= (n+ 1?2+ 1) <n? (n+1)3+1)

Letzteres ist fiir alle n € N erfiillt, daher ist (b,,) eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem
Leibnizkriterium ist die Reihe > °°  (—1)"b,, konvergent. Des Weiteren gilt:

n=1

1 1
< —

IS e (n € N).

|Cn| =

Da die Reihe Y 7, 25 konvergiert, ist die Reihe > | ¢, nach dem Majorantenkriterium

ebenfalls konvergent (sogar absolut konvergent). Insgesamt erhalten wir daraus die Konvergenz
der Reihe Y07 | an.
Wir priifen nun die Reihe noch auf absolute Konvergenz. Es gilt fiir n > 2:

2 _ 1 _ 1
n_nzl n>1 nos

(-1)"n%+n 1
~—14+n3 n%+n_ 2n 4n’

1+n3

|an|=]

wobei wir ausgenutzt haben, dass gilt: # <1<n(neN)und 17% > % fir n > 2. Nach dem
Minorantenkriterium divergiert die Reihe >~ |a,|, die Reihe Y~ a,, ist also nicht absolut
konvergent. O
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(oo}
(ii) Voraussetzung: Es sei (ay) eine monoton fallende Folge und die Reihe Y a,, sei konvergent.
- n=1

Behauptung: Dann gilt: lim n-a, = 0.

n— oo

Beweis: Aus der Konvergenz der Reihe Y~ | a, folgt, dass (a,) eine Nullfolge ist (Satz 3.1 (c)).
Wegen der Monotonie der Folge erhalten wir somit a,, > 0 fir alle n € N.

Es sei nun € > 0. Wegen der Konvergenz der Reihe liefert das Cauchy-Kriterium die Existenz eines
no € N mit

n

> w

- e ..
= Z ak<§ fir alle n > m > ng.

k=m+1 k=m-+1
Speziell gilt fiir m = ny:
- €
(1) Z ag < 3 fur alle n > ng.
k=no+1

Da (a,) monoton fillt erhalten wir zudem

(2) Z ar > (n—ng)ay,.

k=no+1

Aus und erhalten wir
(3) n~an<g+no-an fiir alle n > ng.

Da (a,) eine Nullfolge ist, existiert zudem ein n; € N, sodass fiir alle n > n; gilt: a, < ﬁ Somit

folgt mit :

0<n-an, <§+%:5 fiir alle n > max{ng,n1}.

Da € > 0 beliebig war folgt schliefllich 1Lm n-a, = 0. O

Aufgabe 20:
Es sei (ay,) eine reelle Folge. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(o] o0
(i) > a, ist konvergent = > a2 ist konvergent.

n=1 n=1

oo} o0
(i) Y a2 ist konvergent = > a, ist konvergent.
n=1 n=1

(oo} o0
(iii) > a, ist absolut konvergent = Y a2 ist konvergent.
n=1 n=1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 20:

(i) Gegenbeispiel: Fur (a,) mit a,, := (—1)”% fir alle n € Nist Y a, nach dem Leibniz-Kriterium

n=1

o0 o0
konvergent. Jedoch ist > a2 = % nach der Vorlesung divergent.
n=1 n=1

o0 (o)
(ii) Gegenbeispiel: Fiir (a,,) mit a, := L fiir alle n € Nist ). a? konvergent. Allerdings ist . a, =

n=1 n=1

118

% nach der Vorlesung divergent.
n=1

o0 oo}
(ili) Behauptung: Ist > a, absolut konvergent, so ist auch Y a2 konvergent.
n=1 n=1
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Beweis: Wegen der Konvergenz der Reihe Y 7 |a,| ist die Folge (|a,|) eine Nullfolge. Daher gibt
es ein ng € N mit

lan| = ||an| —O| <1
und somit
a’721 = |an|2 = lan| - lan| < |an]

fiir alle n > ng. Es gilt also a2 < |a,| fiir fast alle n € N. Daher ist die Reihe ) -, a2 nach dem
Majorantenkriterium absolut konvergent.

Bemerkung: Wegen a2 > 0 fiir alle n € N ist die Reihe > °7 , a? damit natiirlich auch absolut

n=1"n
konvergent. O
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