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Aufgabe 21:
(i) Prifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und Divergenz:
1 > 1
a _ b _—
(a) ;n3+n2+4 () ;m

(ii) Es sei (ay) eine monoton wachsende und beschrénkte Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Zeigen Sie,
dass die Reihe

> Ap41
Z( 1)

konvergiert. Ist diese Aussage auch ohne die Beschrénktheit der Folge (a,,) richtig?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 21:
(i) (a) Behauptung: Die Reihe konvergiert absolut.

Beweis: Fiir alle n € N gilt: 0 < n3+7112+4 < n3+10+0 = n% Nach Vorlesung konvergiert die

Reihe Y 77 | - genau dann, wenn o > 1. Dies bedeutet, dass die Reihe > " | % konvergiert.

Mit dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung. O
(b) Behauptung: Die Reihe divergiert.
Beweis: Fiir alle n € N mit n > 2 gilt:
1 1 1
1 2 1 = ~3-
Vnd—n " Vn3—-0 ni

Da die Reihe >~ 7 | - wegen % < 1 divergiert, divergiert auch die gegebene Reihe nach dem
n 4

Minorantenkriterium. O

o0
(ii) Behauptung: Die Reihe Z (aﬂH — 1) konvergiert. Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch, wenn

a
n=1 n

man nicht verlangt, dass (a,) beschrinkt ist.

Beweis: Da (a,) monoton wéchst, gilt % > 1 fiir alle n € N. Wir mo6chten das Majorantenkrite-
rium verwenden und schétzen dazu ab:

QApi1 Apt1 a 1—a a 1—a
Intl g = Oodl g Ond nog ot " —:b, (neN).
Qp Qp G a1

Nun gilt b, > 0 (n € N) und es folgt fiir alle N € N:

N
b, =

n=1

anN+1 — ai < SUPpeN @n — A1
— b)

ai ai
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wobei wir bei der ersten Gleichheit ausgenutzt haben, dass es sich um eine Teleskopsumme han-
delt. Die Partialsummen sind also beschrinkt und somit konvergiert die Reihe Y~ | b, nach dem
Monotoniekriterium. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert daher auch die gegebene Reihe.

Um zu zeigen, dass die Aussage im Allgemeinen fiir unbeschréankte Folgen (a,,) falsch ist, betrachten
wir als Beispiel a,, := n fir n € N. Dann ist % —-1= % fiir n € N, die harmonische Reihe divergiert
allerdings. ’ m

Aufgabe 22 (K):
(i) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz, absolute Konvergenz und Divergenz:

@ X5 0 3 e
[e’e) 1 1)" n?
0 Xu(5h)

(ii) Untersuchen Sie, ob das Cauchyprodukt der Reihen Y a,, und > b, konvergiert und geben Sie
n=0 n=0
gegebenenfalls den Reihenwert des Cauchyprodukts an:

N e
(a) a, = (n+1)%,bn. (n+1)% (n € Np),

(b) an:=47", b, :=5"" (n € Np).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 22:
(i) (a) Behauptung: Die Reihe ist absolut konvergent.

Beweis: Definiere die Folge (a,,) durch

n
an = (neN)
Es gilt:
Va |:1(Q/ﬁ)5:1 q/ﬁ%“_)_oﬂl 1---1 <1
" 5 5 ——— H N
5 Faktoren 5 Faktoren
Somit ist die Reihe g—: nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent. O
n=1
(b) Behauptung: Die Reihe Y7 | 97(3 s divergiert.
Beweis: Setze a, = 9,(73(:3;3 (n € N) Damit gilt fiir n € N:
lans1|  (3n+3)! 9"(n!)*  3(n+1)(3n+2)(3n+1)
lan| (1)) (Bo)t 9(n+1)°
_Bn+2)Bn+1) 1 90’ +9n+2
N 3(n+1)2 3 n242n+1
1 9+7+5 9
_ 1. T2L nlz n—>007:3>1
d.h. liminf,, oo Ia‘;+|1\ = lim,— oo |‘TZ+|1| = 3 > 1. Nach dem Quotientenkriterium divergiert
die Reihe Y7 | ay,. O

(¢) Behauptung: Die Reihe ist absolut konvergent.
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Beweis: Definiere die Folge (a,) durch

2

= (1 + (‘”")" (ne).

3" n

Wir betrachten nun die Folge b,, := ﬁ
(bax) und (bay—1) gilt

o«\»—'

( 4ot ) (n € N). Fiir die beiden Teilfolgen

1
b 1
2k = 3( +2k‘

3
1 1 2k—1 e 1
bgk_l =—|1- E— %

3 2k -1

Da die Folge (b,) keine weiteren Haufungswerte hat, gilt limsupb, = limsup {/|a,| = § <

n—oo n—oo

00 n n?

1, da e < 3. Nach dem Wurzelkriterium ist die Reihe ) 3%(1 + %) daher absolut
n=1

konvergent. O

(ii) (a) Voraussetzung: Wir definieren zunachst die Folgen (a,)2, und (b,)2, durch a,, := ﬁz
Yoraussetzung Y

und b, := —L— fiir n € Ny,
(n+1)3

Behauptung: Das Cauchyprodukt aus Y (—1)"a, und > (—1)"b,, divergiert.
- n=0 n=0

Beweis: Das Cauchyprodukt ist gegeben durch Y ¢,, wobei ¢, := > (—=1)*ar(—1)""%b, 1
n=0 k=0
fiir alle n € Ny. Dann gilt fiir alle geraden n € Ny:

- 1=k - 1
Z k+1 g n—k)+1)é =0y (k+1)3(n—k+1)3 2t

o ( k=0 k=0

wobei wir in der vorletzten Abschitzung (k+1)3 < (n+1)3 und (n — k+1)3 < (n+1)3
verwendet haben. Insgesamt ist daher (c,)nen, keine Nullfolge und somit kann die Reihe
>0 o nicht konvergieren.

Bemerkung: Der Satz iiber die Konvergenz des Cauchyproduktes setzt die absolute Konver-
genz beider Reihen voraus. Dies ist hier nicht der Fall, denn es gilt

1 1 1 1
= > = bzw. - > I
(n+1)5 = (2n)3 (n+1)s = (2n)3
00 n 00
fiir alle n € N, d.h. die Reih Gk D ) 1 —
uralen 1o Hethen nZ::O (n+1)3 nZ::O (n+1)% Z (n+1)3 =0 (n+1)3

divergieren nach dem Minorantenkriterium.

(b) Behauptung: Das Cauchyprodukt der beiden Reihen ist die Reihe Y 20(4~("+1) — 5=(n+1)),
- n=0
Diese konvergiert mit Reihenwert %

o0
Beweis: Das Cauchyprodukt der beiden Reihen ist per Definition die Reihe Y ¢, mit
n=0

ke (k) kek _ 5\" - (%) "
1=y AR5 5"§4 5 ”E():Eﬂ‘*s
k=0 k=0 4 =3
—(n+1) _ 4—(n+1)
_5.0 : :20(4—<”+1> —5—<”+1>> (n € N).
—1
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Da die Reihen > 47" und ) 5™ als geometrische Reihen absolut konvergieren mit > 4™" =

n=0 n=0 n=0

o0
1_% = % und > 57" = 1_1; = g folgt mit Satz 3.12 aus der Vorlesung die absolute Konver-
4 5

n=0
genz des Cauchyprodukts und

oo - - o) oS - oo N 4 5 5

n=0 n=0

Aufgabe 23:

(i) Zeigen Sie, dass das Cauchyprodukt der beiden divergenten Reihen > a, und > b, mit ap :=

n=0 n=0

—1, ap :=1(n € N) und by := 2, by, := 2" (n € N) absolut konvergiert.

(ii) Es sei (a,) eine Folge mit |a,| > 0 fiir alle n € N. Weiter sei die Folge (%) beschrankt. Dann
kann man zeigen, dass folgende Ungleichungskette gilt:

an+1
Qn

) it

< liminf {/|a,| < limsup V/|a,| < limsup
n— oo n— o0

n— oo

an+l
Qn

Zeigen Sie unter Verwendung von 7 dass gilt:

n

n

—e (n—o0).
n!

Losungsvorschlag zu Aufgabe 23:

(i) Voraussetzung: Die beiden Folgen (ay)5%, und (by, )5 seien definiert durch ag := —1, a, :=1(n €
N) und by := 2, b, := 2" (n € N).

Behauptung: Das Cauchyprodukt der beiden Reihen Y a, und > b, konvergiert absolut.

n=0 n=0
Beweis: Wir berechnen die Koeffizienten ¢,, des Cauchyprodukts. Zunéchst ist ¢ = agbg = —2. Fiir
n € N gilt:
n n—1 n—1
Cp = Zan,kbk =ayby + Z Ap—1bp + agb, =2 + Z ok _on
k=0 k=1 k=1
n—2 n—1
l=k—1 n . n 1-2
= 2-2 2 2'=2-2 2—— = 0.
+2) 27
1=0
Somit gelten > ¢, = —2, Y |en| = 2, d.h. das Cauchyprodukt der beiden Reihen ist absolut
n=0 n=0
konvergent.

O

(ii) Behauptung: Es gilt lim = <.

Beweis: Wir betrachten die Folge (a,) gegeben durch a,, = "n—:b fiir n € N. Dann gilt a,, # 0 fiir alle
n € N. Fir die Quotienten berechnen wir fir n € N:

a (’ﬂ+1)n-:—1 (n + 1)n+1 n n+1 n 1\"
ntl _ (n+n1). _ ' ! _ — (141 nooo,
an e nm (n+1)! n n

Insbesondere ist die Folge der Quotienten (az—:l) beschrinkt. Nach gilt nun:

an+1
Qn

e = liminf
n— oo

‘ <liminf {/|a,| < limsup {/|a,| < limsup
n—oo n—o0 n—o0

an+1
Qn
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Also gelten liminf {/|a,| = limsup {/|a,| = e, d.h. e ist der einzige Haufungswert von 3/|a,| =
n—oo n— 00

% Die gewiinschte Aussage folgt nun aus der folgenden Bemerkung:

Behauptung: Es seien b € R und (b,,) eine beschrénkte reelle Folge mit H(b,,) = {b}. Dann gilt
b, = b (n — 00).

Beweis: Es sei (by,) eine beliebige Teilfolge von (b,). Nach Bolzano-Weierstrafl existiert eine
konvergente Teilfolge (bnkj) mit by, — f (j & o0) fiir ein § € R. Da 8 € H(b,) muss § = b

sein. Die Behauptung folgt nun aus Ubungsblatt 4, Aufgabe 13 (i). O
Anmerkung: Die Beschranktheit der Folge (\"/ |an|) ist durch gewahrleistet. O
Aufgabe 24:

(i) Entwickeln Sie die durch die folgenden Abbildungsvorschriften definierten Funktionen in Potenzrei-
hen um 0, und bestimmen Sie den Konvergenzradius:

(a) E(x) 1

b -
(b)) @= 22 4+x—2
(ii) Bestimmen Sie die Funktion, welche durch die folgende Potenzreihe dargestellt wird:

—(n+1

1—2a’

Losungsvorschlag zu Aufgabe 24:

(i) (a) Behauptung: Fir alle z € (—1,1) gilt Bl) S (X h_o 4 )", und die Potenzreihe auf der

1—x
rechten Seite hat Konvergenzradius 1.

Beweis: Fiir die Faktoren 11— sowie E(z) sind Darstellungen als Potenzreihen bereits bekannt;
1

es gelten -— = > /2" mit Konvergenzradius 1, sowie E(x) = Y7 fl—, mit Konvergenz-
radius oo. Dann konvergiert das Cauchyprodukt dieser beider Potenzreihen fiir x € (—1,1)

absolut, und die Koeflizienten des Cauchyprodukts sind gegeben durch

n

n k
o nka _.n 1
C"‘Z‘T k! =T k-

Fir z € (—1,1) gilt also

E(x > 1
ey ()
n=0 \k=0

Es bleibt zu verifizieren, dass der Konvergenzradius r dieser Potenzreihe gleich 1 ist. Es gilt
fiir n € Np:

und damit auch

Da die untere und obere Schranke fir n — oo gegen 1 konvergieren, folgt mit dem Sandwich-
kriterium:

p = limsup
n—oo

alsorz%zl. O
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(b) Behauptung: Fir alle z € (—1,1) gilt m2+x 5 =D meol—3 — %(f%)n]x", und die Potenzreihe
auf der rechten Seite hat Konvergenzradius 1.

Beweis: Die Nullstellen von 22 + 1z —2 sind —2 sowie 1. Also gilt 22+ 2 —2 = (x+2)(x —1) fiir

alle x € R. Fir @ und ﬁ kénnen wir aus der Vorlesung Potenzreihen herleiten. Es gelten
1 1 - .
x—lz_l—x:_zxn fiir x € (—1,1),
n=0
sowie
L 1 Z( ) fir —= € (~1,1) = x € (~2,2)
=3 ir —— € (— x € (— .
r+2 21— % T2 2 ’ ’
n=0
Um fiir das Produkt —1 % eine Potenzreihe zu finden, machen wir den Ansatz —1 %_‘_2 =

m_l + xT-Z mit A, B € R (alternativ kann man auch wie in Teil (a) die Koeffizienten des
Cauchyproduktes berechnen). Es folgt

11 A

x—l.m+2_x—1+x+2 (Fl<z<1)
— 1 _ At B
(x —1)(z +2) (x —1)(z+2)
< 1=Ar+2A+Bz—B (-l<z<]1)
Koeffizienten-
Vegldeh 4y B—0, 24-B=1

— A=1B=-1
Somit gilt fiir z € (—1,1):

1 1 _ li 1. i(_f)n:i[_l_l(_l)n}xn
m2+x_2 3$_1 337_;'_2 3 — 3 2n:O 2 3 6 2 .

n=0

Es bleibt zu zeigen, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe gleich 1 ist. Dazu berechnen
wir:

|
Wl

|
o=
—~

|
[ I
SN—
3

I
W=
_|_
o=

|
D=
S—

3
—_——
VoIA
Wl Wl

+
D= O

es gilt also ’{/% <7

_% _ %(_%)" < ’\’/g fiir n € N und mit dem Sandwichkriterium folgt

p=timsn /|5~ 3 (-5 = tim {52 (D]=1.
entsprechend gilt r = % =1. O

(ii) Behauptung: Die Reihe ﬁx" stellt die Funktion
Dehauptung = .

e?+1-291 0 £ £0

ffR>R z—
0, z = 0.

dar.

= (n+1)
Uny1 n (n+1)! n 1 B 1 1 nooo,
an (n+2) n-1  \n-1 n+2) \1-1 n+2 ’
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der Konvergenzradius der Potenzreihe ist somit unendlich, d.h. die Reihe konvergiert fiir alle z € R
absolut. Es sei nun z € R beliebig.
Fall 1: Fiir z = 0 gilt: n; 0" =0=: f(0),

Fall 2: Fiir x # 0 gilt:

n=1 n=1 n=1 : n=1
00 0o 00 0o
_ 1, 2 1 ntl 1, 2 1,
DD Y ey KD P D B o
n=1 =1 n=2
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