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Aufgabe 25:

Fir x € R seien die Funktionen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus definiert durch
. X 2k+1 o 2k
sinh(z) = ,;) 2T bzw. cosh(z) = 2 k)]

Zeigen Sie die folgenden Identitéten fir z,y € R:

(a) sinh(z) = w
(1) cosh(r) = AT

(c) 1 = cosh(z)? — sinh(z)2.
(d) sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y).
(e) cosh(x 4 y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 25:
Zuerst merken wir an, dass beide Potenzreihen nach der Ubung jeweils Konvergenzradius oo haben.
(a) Behauptung: Fiir x € R gilt sinh(z) = w

Beweis: Da die Exponentialreihe nach der Vorlesung fiir alle z € R absolut konvergiert, gilt fiir

z e R:
E(x) - E(-x) 1 > z" (=)™
1 b Dy

1 s ka o x2k+1 e (—J;)Qk o ( )2k+1

(o o] |55 5

1/ & 2k o 2k+1 > .2k o 2k+1

——— + _ _
(Lo Lorn) - |Sem Se))
1/ & g2k+l
=3 ( o 1>!> = sinh(z) O
LT . _ E@x)+E(—x
(b) Behauptung: Fir € R gilt cosh(z) = %
Beweis: Analog zu[(a)| erhélt man
E(z) + E( >
(H— (Z 2y )
n!

1 ([ 42 o 2k+1 o 2k o 2kt1

% +z |5 i S e
2 <|J< 0 O (2k + 1)! P (2k)! P (2k + 1)!
1 e x?k

= — 2 = h .
2( 2 (2k)!> cosh(z) O
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(¢) Behauptung: Fiir x € R gilt 1 = cosh(x)? — sinh(z)?.

Beweis: Mit den Teilen @ und den Eigenschaften der Exponentialfunktion erhélt man fir
zeR:

cosh? (z) — sinh(x)? = (E<>+E<>> . <E<>E<>>

2 2
= L ([B@) +2B(@)E(~2) + B(~2)"] ~ [B@)? ~ 2B(@)B(~a) + B(~2)?))
- i(4E(x)E(—:c)) ~1. O

(d) Behauptung: Fir z,y € R gilt sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y).

Beweis: Mit den Teilen @ und den Eigenschaften der Exponentialfunktion erhdlt man fiir
zeR:

cosh(z) sinh(y) + sinh(z) cosh(y)
E(x) + E(-z) E(y) - E(-y)  E(x) - E(-z) E(y)+ E(-y)

- 2 ' 2 * 9 9

— H(E@EW) - E@)E(~y) + E(-2)E() - B(-)E(~y)

+ B(@) E(y) + () E(=y) - B(=2)E(y) - E(~2)E(~))

Bl +3) ~ E(~(x +1)
2

= sinh(z + y). O

- i@E(x)E(y) — 2B(~2)E(~y)) =

(e) Behauptung: Fur z,y € R gilt cosh(z + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(z) sinh(y).

Beweis: Mit den Teilen @ und den Eigenschaften der Exponentialfunktion erhélt man fir
zeR:

cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)
_EB@)+ E(ze) EQy) +E(-y) | E() - E(-x) Ey) - E(-y)
2 2 2 2
= E(E(x)E(y) + E(z)E(—y) + E(—z)E(y) + E(—z)E(-y)

+ E(x)E(y) — E(x)E(-y) — E(—z)E(y) + E(—2)E(-y))
1 E(z+y)+ E(—(z+y))

= 1 (2B(2)E(y) + 2B(-x)E(~y)) = 2

= cosh(z + y). O

Aufgabe 26 (K):
(i) Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius sowie die Menge aller
x € R, in denen die Potenzreihe konvergiert:

o0 N oo 1
(a) ;nfzn, (b) ;m(xi I)Sn7
(€ Y(-DM(Vatl-yma.

n=0

(ii) Es sei ¢ € N mit ¢ > 3 und 0,21 = 0,212121... die g-adische Entwicklung einer Zahl a € R.
Bestimmen Sie von ¢ abhéngige Zahlen m,n € N mit a = 7*.

(iii) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren. Der Definitionsbereich sei dabei jeweils
die Menge der x € R, flir die der Ausdruck erkléart ist.

o1 1 12 . [
(&) il—>m2x(2—x8—x3>’ () ilg}’)xQ—x—G'
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 26:

(i)

(a)

) n
Behauptung: Die Potenzreihe >  nza™ hat den Konvergenzradius 0 und konvergiert daher nur
n=1
fir x = 0.

Beweis: Definiere

w3

(n €N).

ap -

I
S

Es gilt

n

an] =n? = /n.

Da (y/n) unbeschrénkt ist, hat die Potenzreihe den Konvergenzradius 0, sie konvergiert daher
nur in x = 0. O

o0

Behauptung: Die Potenzreihe m(x — 1)3" hat den Konvergenzradius 3 und kon-
n=0

vergiert genau dann, wenn z € (—2,4).

Beweis: Substituiere y := (z — 1)® und betrachte Y~ a,y™ mit a, := W (n € N).
Dann gilt

1 1 1
hmsup Vlan| —hmbup TN EDE =35 =5

Somit ist diese Potenzreihe absolut konvergent fiir |y| < 27 und divergent fiir |y| > 27. Durch
Riicksubstitution erhalten wir

lz—1P =y <27 <= |z —1] <3 < z € (-2,4),

d.h. der Konvergenzradius betrigt 3. Zu priifen sind nun noch die Randpunkte: fiir x = —2
divergiert die Reihe ZZO:O m(_l)&ng&n’ weil die Folge (m(_1)3n33n) den
Haufungswert —1 hat und somit keine Nullfolge ist. Die Potenzreihe divergiert also in x = —2.
In z = 4 divergiert die Potenzreihe ebenso, da die Folge (m?ﬁ") den Haufungswert 1
besitzt und somit ebenfalls keine Nullfolge sein kann. Daraus folgt die Behauptung. O
Behauptung: Die Potenzreihe Y (—1)"(v/n+1 — y/n)z™ hat den Konvergenzradius 1 und

n=0
konvergiert genau dann, wenn z € (—1,1].

Beweis: Es gilt fiir n € Ny:

— e B R AL A 1
) nHl=Vh= -V e R T T v

Durch geeignetes Abschétzen erhélt man mit dem Sandwich-Theorem, dass

1
lim su n(vn+1-— = hm \/vVn+1—+vn= lim ——— = 1.
n—)oop \/| \/> | \/> n—00 \n/ vn—+ 1+ \/ﬁ

Daher ist der Konvergenzradius der Potenzreihe 1. In x = 1 gilt: wegen (ED ist (Vn+1-—
\/n) eine monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert daher die Reihe

ZZO ol— 1)"(v/n + 1—+/n). Im Fall x = —1 divergiert die Reihe Zoo (=1)"(vn + 1—y/n)a" =
>0 \/171 T nach dem Mmorantenkrlterlum denn es gilt \/714_ NG > 5 \/im fir alle n €

Ny und die Reihe Y77 \/W anl 7= divergiert. Daraus folgt die Behauptung. O

(ii) Voraussetzung: Es sei ¢ € N mit ¢ > 3 und die Zahl a besitze die g-adische Entwicklung 0,212121 - - -

Definiere m :=2¢ + 1 und n := ¢ — 1.
Behauptung: Dann gilt a = .
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Beweis: Dass 0,212121--- die g-adische Entwicklung von a ist, bedeutet definitionsgemé&f

o0
Z .
azg —Z mit 20 =0,21 =2,20 =1,23 =2,24=1,---
n:Oq

Es ist also zop = 0 und 2951 = 2 sowei 29, = 1 fiir alle & € N. Folglich gilt

a_ZO+ZZ§IZi ZZ%: +Z 2 1+Z 2" = (2¢+1) Z 2"

_2q+12<>’“_2q+1_ 1 2+1 ¢ 2q+1
2 ~ 2 2 ]'_q% ¢ 2—-1 ¢Z-1
d.h. wir kénnen m = 2¢ + 1 und n = ¢ — 1 wihlen. O
111 ehauptung: Der Grenzwert lim 5 — =3 ) existiert und ist —=.
iii) (a) Behauptung: Der G lim (542 — 5225 ) existiert und st —

Beweis: Fiir z € R gilt 8 — 23 = (2 — x)(4 + 22 + 2?). Damit folgt fiir alle z € R\ {2}:

1( 112 ) 1 <1 12 ) 1 4+2c+2°-12

x\2—z 8—2a3 x(2 —x) 44 2z + a2 x(2—x) 44 2z 4 22
1 (x—-2)(x+4) 1 x+4

e(2—xz) 4+2w+2°  z 4+2x+a?

Damit erhalten wir

hml( ! _12> i Lo_e*d L 244 61
s>2x\2—x 8—a3 12 x 442z + 22 2 4422422 24 4
O

(b) Behauptung: Der Grenzwert Clliré zgii;fﬁ existiert nicht.

Beweis: Es gilt

(2* —2—6)=(x—3)(x+2) (reR).
Fir die Folge z,, := 3 + % (n € N) gilt 2, — 3 fir n — oo und
a2 -z, 1 'x%—xn_ B+5)@2+1)
2 —z,-6 x,-3 x,+2 5+ 1 -
d.h. die obige Folge divergiert und somit existiert der gesuchte Grenzwert nicht. O

Aufgabe 27:

(i) Bestimmen Sie fiir die folgenden Potenzreihen jeweils den Konvergenzradius sowie die Menge aller
z € R, in denen die Potenzreihe konvergiert:

(a) i(ni?))nunx”, (b) i(i ;)xn

n=0 n=1

n!
Hinweis zu (b): Zeigen Sie zunichst Y. 1 < n%
k=1
(ii) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren. Der Definitionsbereich sei dabei jeweils
die Menge der z € R, fiir die der Ausdruck erklért ist.

z? +2x—15 T
(a)  lim —s——, (b) ~ lim a2
Bz —2 r_1
(©) lim Y2FrT—2 (d) lim == mit r € Q.
x—0 X z—1 x —1
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 27:

(e’ n?—3n p
(i) (a) Behauptung: Die Potenzreihe Zo("iﬁ) 2" hat den Konvergenzradius e® und konvergiert
n—=

genau dann, wenn |z| < 3.

n?—3n
) (n € N). Dann gilt

n+3 n+2 n+1 n=3]
n+2 n+1 n

Beweis: Setze a,, := (#_3

=) ()

n+3 n

-1
n+3 g n+2 4 n+1
n -+ 2 n—+1 n

Somit gilt fiir den Konvergenzradius ———~—— = e3. Die Potenzreihe konvergiert also fiir
limsup Y/|an|

alle |z| < e® und divergiert fiir |z| > e3. Es sei nun 2 € {£e®}. Dann gilt fiir alle k € N:
- -1
oot = % 3k P (k3 3k 3\
" 3k +3 3k 3k
1\° e ’
G+k><lk>zL
——— (1 + E)

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass die Folge (1 + %)k monoton wachsend ist und
gegen e konvergiert. Also ist (a,2") fiir « € {+e®} keine Nullfolge, d.h. die Reihe Y~ j a,z"
divergiert, womit die Behauptung folgt. O

00 n!
(b) Voraussetzung: Es sei die Potenzreihe > (Z i)m" gegeben.
n=1 \k=1
Behauptung: Der Konvergenzradius ist 1 und die Potenzreihe konvergiert genau dann, wenn

z e (—1,1).

Beweis: Definiere die Folge (a,) durch

an::Z% (n € N).

Wir zeigen zunéchst den Hinweis mittels vollstdndiger Induktion:
1!

IA: Firn=1git ) 1 =1<12%
k=1

n!

IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N gelte bereits > % <nZ
k=1

IS (n ~» n+1): Es gilt:

(n+1)! n! nl4+n-n! n-n!
1 1 1av) 1 5 n-nl
a”+1:ZE:Z%+ Z Egn+zn!+k§n+n!+l
k=1 k=1 k=n!+1 k=1

<niP4n<n®+2n+1=(n+1)>~%
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(b)

Da a, > 1 fur alle n € N gilt, erhalten wir

n—oo

1< Ylan] < Vn2 —/= 1,

d.h. limsup {/|a,| = lim {/|a,| = 1. Somit ist der Konvergenzradius 1 und die Potenzreihe
n—o0 n—00

konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Fiir = 1 divergiert die Reihe Y 7, a,, da
(an) keine Nullfolge ist. Auch die Folge ((—1)™a,) ist keine Nullfolge, daher divergiert auch
die Reihe >°7  (—1)"a,. Insgesamt konvergiert die Potenzreihe also fiir z € (—1,1). O

n=1

2
. : x“+2x—15 Cor : 8
Behauptung: Der Grenzwert 91;1313 #5752 existiert und ist 4.

Beweis: Es gilt

2?42 —-15  (x—-3)(x+5) x+5
23 -27 (22 +3x+9)(x—3) 22+3zx+9

fir alle € R\ {3}. Damit erhalten wir

. x2 42z — 15 . T +5 8
1111 = lim = —.
x—3 .’L'?’ — 27 r—3 w2 + 3x —+ 9 27
O
Behauptung: Der Grenzwert ill,% Jaris existiert und ist 4.
Beweis: Es gilt fur x # 0:
vV 442
< :x( At ):\/x+4+2.
ver+4-—2 r+4—4
Damit erhalten wir
x
lim —— = lim Vo +4+2=4.
=0 \/x +4 — 2 z—0
O

Behauptung: Der Grenzwert a{% @ existiert und ist %
Beweis: Fiir a,b € R gilt folgende Gleichheit:

a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?).
Mit a := /84 z und b := 2 ergibt sich mit obiger Darstellung

3 _ 3 3 3_93
Biz-2-a-b= " (V81 a) v

a2 +ab+ b2 (Y84 x)2+2¢8+ 1+ 22 - (V8+2)2+2¢8+x+4

Daraus folgt

i V8 +1x—2 y 1 1 1
1m —— = 111n = = —.
z—0 x e=0 (Y8+x)2+298+x+4  (V8+0)2+2y8+0+4 12

Behauptung: Fiir r € Q existiert der Grenzwert lim £=1 und ist 7.
- r—r

1 x—1

Beweis: Fir x € R und n € N gilt

() x"—IZ(CE—l)Zxk.
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Fiir r € Q schreiben wir r = %7 mit p € Z und ¢ € N. Es sei x € R\ {1}. Wir machen eine
Fallunterscheidung;:

1) Es sei r > 0, d.h. p € N. Dann gilt mit

p—1
P 1\P 1 k
xq—lz(wq) —1:(33q—1) Ta
k=0
und
1\ 49 1 Ky k
x—l—(JM) —1=(l“1—1) Ta,
k=0
also gilt

a-1)- p—1 % -1k -1
zr—1 (:L‘q 1) (Z}gzox‘I) Ifl Zizoxq 1 Zi:ol _
1 kY T -1k
) qu) P
rz—1

. . IO_ _
2) Es sei r = 0, dann gilt m_ll =0—=0.

3) Es sei r < 0, d.h. —p € N. Dann ergibt sich

x—1 x—1 1 z-1 -1 z(x —1) -1 x
——
——r (Fall 1)) ——1
2L (—r) - (1) =7
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Aufgabe 28:
(i) Schreiben Sie die folgende Zahl als 8-adische Entwicklung: 0,01115.

(ii) (a) Es seien a,b € R mit a < b und f: (a,b) — R. Weiter sei z¢ € (a,b) und w € R. Zeigen Sie,
dass li)m f(z) = w genau dann gilt, wenn Em f(z) = w und Eerf(x) =w.
Tr—xo T—To— x o

(b) Es sei die Funktion f: R\ {0} — R, f(z) := \%ZI gegeben. Zeigen Sie, dass der Grenzwert
lin%) f(z) existiert und bestimmen Sie dessen Wert.
z—

Losungsvorschlag zu Aufgabe 28:
(i) Behauptung: Es gilt 0,01115 = 0,34s.

Beweis: Es gilt 0,01115 = % = 0,4375. Mit dem Algorithmus aus der Vorlesung ergibt sich fiir
a=0,4375und ¢ = 8:

zo = [0,4375] = 0, ag = 0,4375 — 0 = 0,4375,
=58 =[1=3  a=1-3=3,
22:[%-8]2[4]:4, a2:4—4:0
und z, = 0 fiir alle n > 3. Somit ergibt sich die 8-adische Entwicklung 0,4375 = 0,34g. O

(ii) (i) Behauptung: xlggo flz)=w <= ylgcri_ f(z) =w, $£§3+f(x) =w|.
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Beweis: =: Wenn lim f(z) = w, dann gilt insbesondere lim f(z) = w und lim f(x) =
w T—To T—To— r—xo+

<: Es gelte also f(z) — w fir x — 29+ und f(x) — w fir * — x9—. Es sei (z,,) eine beliebige
Folge in (a,b) \ {zo} mit z,, — x¢ fiir n — oco. Es ist zu zeigen, dass f(z,) — w fir n — oo.
Wir betrachten dazu die Teilmengen der Folgenindizes

J :={neN:z, <0} und Jt:={neN:x, >z}

Da J~ U JT =N, ist mindestens eine der Mengen unendlich.

Falls eine dieser Mengen endlich ist, gibt es ein ng € N so, dass z,, < z( fiir alle n > ng oder
Ty, > x0 filr alle n > ng. Nach Voraussetzung gilt dann fiir die Folge (v,)52,,,, dass f(zn) — w
fiir n — co. Dasselbe gilt dann auch fir die Folge (z,).

Es seien nun J~ und J* unendlich. Dann gibt es bijektive Abbildungen n;: N — J~ und
n2: N — JT, sodass n,(j + 1) > n,(j) fir v € {1,2}. (Wir erhalten diese Abbildungen, indem
wir J~, bzw. J* geordnet abzihlen.) Dann haben wir Teilfolgen (,, (;))52; und (2,,(;))32,
mit @, ;) < ¥o und w,,;) > o fiir alle j € N. Beachte, dass diese Teilfolgen die Folge (z.,)
vollstandig zerlegen (d.h. fiir jedes n € N gibt es ein j € N, sodass n = 71(j) oder n = 12(j5)).
Nach Voraussetzung gelten f(x,,(;)) — w und f(z,,;)) — w fir (j — oo). Also besitzt
die Folge (f(zn)) genau einen Haufungspunkt, ndmlich w. Sie konvergiert somit gegen w fiir
n — o0. O

(ii) Behauptung: Es gilt ilg%) = .

||

Beweis: Fiir x € (—00,0) gilt f(z) = f7; = £, = —2 und somit lim f(z) = 0. Gilt hingegen
z—0—
x € (0,00), dann haben wir f(z) = % = % = z und somit lir(r)1+ f(z) = 0. Aufgabenteil (i)
xTr—r
liefert somit lir% f(z)=0. O
z—>
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